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Figure  4.10: Riemann map of a polygon to a disk computed using Hilbert coordinates. 

(bottom row) polygon with image texture and a checker board texture. (3rd row) mapping to 

disk. (top two rows) zoom in.   
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5 Conclusions and Discussion 

In this work we suggested several approaches for addressing the challenging task of detail 

preserving shape deformation. We first tackle the problem of deforming and animating a 

discrete surface represented as a triangle mesh. The deformation process is guided by a set of 

example shapes and is controlled by an intuitive skeletal structure. We were able to synthesis 

realistic deformations which preserve fine geometrical details of the shape as well as conform 

to the characteristic of the shape even under extreme deformations. 

We continued our research by taking a somewhat different approach based on space 

deformation. Allowing barycentric coordinates to be complex-valued functions, we created 

the new concept of complex barycentric coordinates. We derive several specific recipes for 

such coordinates based on the Cauchy transform. The most fundamental one is the Cauchy 

coordinates which was shown to be equivalent to the Green coordinates. Such coordinates has 

the potential to produce detail preserving planar space deformations. 

We further showed how to generate pure conformal maps that conforms to exact prescription 

of the angular change along the boundary of the domain. Generalizing the previously derived 

Cauchy coordinates to have quadratic precision as well as to accommodate singularities, we 

were able to derive new type of complex coordinates which we name the Hilbert coordinates. 

Using this type of coordinates leads to an efficient and accurate way for creating foldovers-

free shape preserving planar mappings. Our framework also has a remarkable inherent  ability 

to interpolate and animate shapes in a shape preserving way such that each in-between shape 

is guaranteed to be conformal as well. 

While we hope that we were able to push the state-of-the-art a little further toward better 

shape deformation algorithms, there are still unresolved issues and open questions to answer. 

Complex barycentric coordinates has many appealing properties and were shown to be 

extremely useful for creating planar deformations. Since real-valued barycentric coordinates 

has been applied to a diverse range of applications in geometric processing and data 

interpolation, it is then interesting to investigate the use of complex coordinates for other uses 

beside deformation. In particular, it will be interesting to find the connection to surface 

parameterization algorithms. Another future research direction is the generalization to 3D. 

Complex numbers has several extensions to higher dimensions however, conformal maps 
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rarely exist in 3D which hints that straight forward generalization to 3D does not exists. The 

work of [BCWG09a; BCWG09b] provides some insights however, even if we relax the 

conformality requirements, it is not clear whether it is possible to generate shape preserving 

injective maps  which conforms to specific boundary condition.  
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Appendix A 

Various Proofs for Cauchy-Green Coordinates 

Complex barycentric coordinates – similarity reproduction 

Theorem 1: Complex barycentric coordinates kj(z) reproduce similarity transformations, i.e: 

   
1

( )
n

j j
j

k z T z T z



 

where T is a 2D similarity transformation.  

Proof: 

Similarity transformations can be represented using a linear polynomial over the complex 

plane in the following way. If the similarity transformation T consists of rotation by positive 

angle θ, uniform scale s and a translation t = tx + ity, then according to the rules of complex 

numbers: 

( ) ( ) iT x iy T z se z t z      

Where α and β are complex numbers. Since complex barycentric coordinates reproduce linear 

and constant functions by definition, we have: 

   
1 1 1 1

( ) ( )( ) ( ) ( )
n n n n

j j j j j j j
j j j j

k z T z k z z k z z k z z T z
   

            
 

Complex barycentric coordinates – affine reproduction 

Theorem 2: Complex barycentric coordinates kj(z) reproduce affine transformations of zj 

which contain non-uniform scale if and only if the complex conjugates of the coordinates 

kj(z) also have linear precision, meaning: 
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1

( )
n

j j
j

k z z z


  (1)

Proof:  

Let T be a 2D transformation which scales the x and y axes non-uniformly: 2 0

0 2
T

 
   

, α ≠ β, 

α,β  R 

When applied to complex numbers, T can be described as: 

( ) ( ) 2 2 ( ) ( )T z T x iy x i y z z z z             

To show that the transform reproduces affine transformations we need to show: 

   
1

( ) ( )
n

j j
j

k z T z T z



 

   

   

     

1

1 1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

n

j j j j j
j

n n

j j j j
j j

n

j j
j

k z z z z z T z

k z z k z z z z z z

z k z z z z



 



    

       

      



 


 

Since α≠β we have:  

1

( )
n

j j
j

k z z z



 

and conjugating both sides gives:  

1

( )
n

j j
j

k z z z



 

Hence, complex barycentric coordinates reproduce non-uniform scale if and only if (1) holds. 

Any complex barycentric coordinates reproduce similarity transformations by Theorem 1. 
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Those two facts together imply that complex barycentric coordinates reproduce affine 

transformations if and only if (1) is satisfied. 

Complex three point coordinates 

Theorem 5: Any set of complex functions kj(z) which satisfy  

1

( )( ) 0
n

j j
j

k z z z


 
 

can be represented in the form: 

1 1
1

1 1

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0

n
j j

j j j
j j j

B z B z
m z m z z z

A A
 


 

 
    

 


 

where mj(z) are arbitrary complex functions over Ω. 

Proof:  

Let m1 be an arbitrary complex function: m1: Ω  C, and define mj , j = 2..n, recursively: 

1 1 1 1

1

( ) ( )
( )

( )
j j j j j j

j
j j

A A k z m B z A
m z

B z A
   






 

Define: 

1 1
1

1

( ) ( )ˆ ( ) ( ) ( )j j
j j j

j j

B z B z
k z m z m z

A A
 




 
 

We claim that ˆ ( ) ( )j jk z k z . This holds by construction for j = 2..n. Let us show that it also 

holds for j = 1.  

From Theorem 4 (in chapter  3) we have: 

1

ˆ ( )( ) 0
n

j j
j

k z z z


 
  

hence: 
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1 1 1 1
2 2

ˆ ˆ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
n n

j j j j
j j

w z z z w z z z w z z z w z z z
 

       
 

Since z1 – z ≠ 0, we have that 1 1ˆ ( ) ( )w z w z , which concludes the proof. 

Limits of discrete Cauchy transform on the boundary 

Theorem A1: The limits of the discrete Cauchy transform Cj(w) have constant and linear 

precision, meaning: for all w  S, the following holds: 

(a)   
1

( ) 1
n

j
j

C w


  

(b)   
1

( )
n

j j
j

C w z w


  

Proof: 

(a) By definition we have: 

 
1 1

( ) lim ( )
in

n n
in

j j
w wj j

C w C w
 

 
 

Using the rules of limits, we get: 

 
1 1

lim ( ) lim ( ) lim 1 1
in in in

n n
in in

j j
w w w w w wj j

C w C w
   

   
 

which concludes the proof of (a). 

(b) Again, by definition: 

 
1 1

( ) lim ( )
in

n n
in

j j j j
w wj j

C w z C w z
 

 
 

Using the rules of limits, we get: 

 
1 1

lim ( ) lim ( ) lim
in in in

n n
in in in

j j j j
w w w w w wj j

C w z C w z w w
   

   
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which concludes the proof of (b). 

Constant and linear precision of discrete Szegö coordinates 

Theorem A2: The discrete Szegö coordinates Gj(w) have constant and linear precision, 

meaning: for all w  Ω the following holds: 

(a)   
1

( ) 1
n

j
j

G w


  

(b)  
1

( )
n

j j
j

G w z w


  

Proof:  

Using the definition of the Szegö coordinates: 

  , , 1
1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n n n n n

j k k j k k j k nx k
j j k k j k

G w C w M C w M C w MI
     

 
   

 
      (2)

where I is a column vector of ones. 

Since H is a sampling matrix over the polygon, each of its rows contains t and 1-t for some t. 

Hence, the rows of H sum to unity, and we have: 

 1 1kxn nx kxH I I  (3)

Since Cb have constant precision according to Theorem A1: 

1 1nx kxCI I          

Multiplying by the pseudo-inverse on both sides: 
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   1* *
1 1nx kxI C C C I


  (4)

Plugging in the expression for M, and (3) and (4): 

* 1 * * 1 *
1 1 1 1( ) ( )nx nx kx nxMI C C C HI C C C I I     

And back to (2): 

 1
1 1 1

( ) ( ) ( ) 1
n n n

j k nx k
j k k

G w C w MI C w
  

    
 

This completes the proof of (a). 

Moving to (b), we have: 

  , ,
1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n n n n n

j j k k j j k k j j k k
j j k k j k

G w z C w M z C w M z C w Mz
     

        
(5)

where z is the complex vector z = (z1, z2, ... , zn). 

Since C is reproducing according to Theorem A1, i.e.: 

1

( )
n

j j
j

C w z w



 

for w  S, we have that: 

Cz Hz  

Multiplying both sides by the pseudo-inverse of C we get: 

  1* *z C C C Hz



 

Plugging in the definition of M we have: z Mz . Note that this means that z is an eigenvector 

of M. 
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Plugging this back into (5) gives: 

 
1 1 1

( ) ( ) ( )
n n n

j j k k kk
j k k

G w z C w Mz C w z w
  

    
 

which completes the proof of (b). 

Second derivatives of the Cauchy transform on the boundary 

The second derivatives of the discrete Cauchy transform are: 

1

''( ) ( )
n

j j
j

g z w z z


 
 

1 1

1 1 1
( )

2 ( ) ( ) ( ) ( )j
j j j j

w z
i B z B z B z B z 

 
       

Since the logarithm function has been eliminated, the derivatives are no longer multi-valued, 

and except at the vertices, the second derivative is well-defined, hence, for all z  S, z ≠ {z1, 

z2, ... ,zn}, the following holds: 

( ) lim ( ) ( )
in

in
j j j

z z
w z w z w z


 

 

Theorem A3: The second derivatives of the Cauchy transform satisfy: for all z  S, such that 

m  {z1, z2, ... ,zn}, the following holds: 

(a) 
1

( ) 0
n

j
j

w z


  

(b)
1

( ) 0
n

j j
j

w z z


  

Proof:  

(a)  From the definition of wj we have: 

1 1 1 1

1 1 1
( )

2 ( ) ( ) ( ) ( )

n n

j
j j j j j j

w z
i B z B z B z B z   

 
     

 
 



 

96 

 

Splitting into two sums, and changing the summation index gives: 

1 1 1 1 11 1 1 1

1 1 1 1 1 1
( ) 0

2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )

n n n n n

j
j j j j jj j j j j j j j

w z
i B z B z B z B z i B z B z B z B z       

   
              

    
 

(b)  Again, from the definition of wj: 

1

1 1 11 1 1 1

1 1 1 1
( )

2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )

n n n
j j

j j j
j j jj j j j j j j j

z z
w z z z

i B z B z B z B z i B z B z B z B z


     

   
             

  
 

By definition: Bj = zj – z, hence: 

 1 1 1j j j j j jz z z z z z B B        
 

Plugging this back in the previous expression: 

1

1 1 1 1 11 1 1

( ) ( )1 1 1 1 1 1 1
( ) 0

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

n n n n n
j j

j j
j j j j jj j j j j j

B z B z
w z z

i B z B z i B z B z i B z B z


      

     
                      

    
 

which completes the proof. 

Constant and linear precision of Point-2-Point Cauchy coordinates 

Theorem A4: The point-to-point Cauchy coordinates, with positional constraints f(wk) = fk 

have constant and linear precision. Meaning: for all m  Ω the following holds: 

(a) 
1

( ) 1
p

j
j

D m


  

(b)
1

( )
p

j j
j

D m w m


  

Proof:  

Going back to the definition of the point-to-point Cauchy coordinates: 

 , , 1
1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
p p pn n n

j k k j k k j k px k
j j k k j k

D m C m N C m N C m NI
     

      
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 , ,
1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
p p pn n n

j j k k j j k k j j k k
j j k k j k

D m w C m N w C m N w C m Nw
     

    
 

     
 

As was the case for the Szegö coordinates, to prove constant and linear precision, it is enough 

to show that: 

1 1px nxNI I  

Nw z  

Let C be the matrix, whose j-th column is Cj(wk), where w1,w2, ... ,wp  Ω are the point 

constraints, and let W be the matrix whose j-th column is Wj(m), where m=Hz are the samples 

of the polygon. Since the discrete Cauchy coordinates are constant reproducing, we have: 

1 1nx pxCI I  

In addition, as we showed in Theorem A3: 

1 10nx kxWI   

Where 0kx1 is a column vector of k zeroes, where k is the number of samples on the boundary. 

Hence, we have: 

1
1 1

10
px

nx nx
kx

IC
AI I

W

  
         

Multiplying both sides by the pseudo-inverse of A, we have: 

1
1

10
px

nx
kx

I
I A  

  
   

Since N is defined to be the first p columns of A+, we get: 1 1nx pxI NI , as required. 

In a similar fashion, since C is linear reproducing, combined with Theorem A3, we have: 

1

10
px

kx

wC
Az z

W

  
         
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Again, multiplying both sides by the pseudo-inverse of A, and using the definition of N we 

get: 

1

10
px

kx

w
z A Nw  
  

   

which concludes the proof. 

The MLS complex barycentric coordinates 

When inspecting the MLS expression for the "as-similar-as-possible" deformation, it is 

relatively straight-forward to see that all the expressions can be replaced by their complex 

representations. Let pi   Ω be the positions of the constrained points, and qi   their target 

position. Let the following expressions be defined as in the MLS [SMW06] paper: 

* * *
2 *

* *
*

1 1
ˆ( )   ,   ( ) ( )  ,     ( ) ( )    ,   ( ) ( )

( )

1
ˆ                                                             ,      ( ) ( )    ,   ( ) ( )

( )

i i i i i i
i ii

i i i i
i

w z w z w z p z w z p p z p p z
w zp z

q z w z q q z q q z
w z

    


  

 


 

In addition, let: 

*ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )     ,     ( ) ( ) ( ( ))i i i i i i
i

z w z p z p z A z w z p z p z   
 

where z is the conjugate of z. 

The MLS deformation is defined as: 

*1
ˆ( ) ( ) ( ) ( )

( )mls i i
i

f z q z A z q z
z

 
   


 

Plugging in our expressions: 

* *

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )mls i j j i i i
i j

f z q w z q A z w z q
w z z w z

  
      
  

 

Rearranging, to obtain the coefficients of qi: 
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* *

* *

* *

( )1 1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )1 1
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1
( )

( ) ( ) ( ) ( )

i
mls i j j i i

i j

i i
i j j i i

i i j

i i i
i j j

i j i

A z
f z q w z q w z q

w z z w z

A z A z
q w z q w z q

z w z z w z

A z w z A z
q w z q

z w z w z z

 
      

 
      

 
   

  

  

   

  
 

Changing the summation indices, and rearranging again: 

* *

* *

( )( ) ( ) 1
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

ji i
mls i i i

i i j

ji i i
i

i j

A zA z w z
f z q w z q

z w z w z z

A zA z w z w z
q

z w z w z z

 
    

  
 

      

  

 
 

Finally: 

*

( ) ( )

( )( ) ( )
( ) 1

( ) ( ) ( )

mls i i
i

ji i
i

j

f z M z q

A zw z A z
M z

w z z z



 
      




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Appendix B 

Limits of the discrete Cauchy-Green coordinates 

Notations: 

   1 1 1

1 1 1

, , ,

,

( )

j j j j j j

j j j j j j

j j

e z z e z z

A z z A z z

B z z z

  

  

 

   

 

 

 

 

1 1 1
1

1 1

1
1

1

( ) ( ) ( ) ( )
log log { , }

( ) ( )

(1 ) 1
1 log 1 log (1 )

(1 )
(0,1)

1
1 log 1

1
( )

2

j j j j
j j

j j j j

j

j j
j j

j j

j

B z B z B z B z
z e e

A B z A B z

z e
t A A t

t i z z t z t
A t A t

t

t
t i

t
C z

i

  


 






   
       

   

 
                          
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Appendix C 

First Derivative of Cauchy-Green Coordinates and 

its limits 

Notations: 
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Appendix D 

Second Derivative of Cauchy-Green Coordinates 

and its limits 

Notations: 
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Appendix E 

Third Derivative of Cauchy-Green Coordinates and 

its limits 

Notations: 
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Appendix F 

Limits of the generalized Cauchy coordinates 

Notations: 
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Discontinuous quadratic Cauchy coordinates: 

 

 

1
1 12

1

1

1 1 1

1

( ) ( )
( ) ( ) log 2 { , }

( )

1
1 2 log 2 (1 )

(0,1)
1

( )
2

2
1 1 log

j j
j j j j j

j j

j

j j

j

j j j

j j j j

B z B z
B z B z A z e e

A B z

z e
t

t t i z z t z t
t

t

CV z
i

tA tA tA

A A tA A






 







  



  
        

 
                 



     
              

1

1

1

2 (1 )

(0,1]

0

j

j j

j

j

z e

z z t z t

t

z z

undefined z z




















 
          



 


 

 

1jz 

jz

1jz 

1jA 

jA

z

1jB 

jB

1jB 



 

105 

 

 

   

1 1
1 1 12

1

1
1

1 1

( ) ( )
( ) ( ) log 2 { , }

( )

(1 ) 2(1 )
1 1 log 1 2 (1 )

(1 )
[0,1)

1
( )

2
1

1 1 2 log

j j
j j j j j

j j

j

j j j
j j

j j j

j

B z B z
B z B z A z e e

A B z

z e
t A t A A

z z t z t
A A t A

t

CV z
i

t t



 
  






 



  
        

 
       

                         



 
1

1

1

2 (1 )

(0,1)

0

j

j j

j

j

z e
t

i z z t z t
t

t

undefined z z

z z





















 
                  



 


 

 

 

 

1
1 1 1 12

1

1

1

1

( )1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) log

( )

11 1 2 2 1 log (1 )( )
(0,1)

1

1

j
j j j j j j

j j

j

j j
j

j

j

B z
A B z B z B z B z z e

A B z

z e
t

t t t i z z t z tCE z ti t

z z

z z





   









   
          


  
                  


 


   

Continuous quadratic Cauchy coordinates at a vertex: 

1

1 1

1
( ) ( ) ( ) log

2
j

j j j j j j j j j

j

A
CV z CV z CV z i z z z

i A
 

 

  
     

    
  

 



 

106 

 

Appendix G 

First Derivative of generalized Cauchy coordinates 

Notations: 
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 תקציר המחקר

היא משימה חשובה בתחום הגרפיקה  יםמימד שלושהו יםמימד שנימניפולציה אינטראקטיבית של צורות ב

כלי . האתגר הוא להיות מסוגלים לבצע שינוי גלובלי בצורה תוך כדי שימור המבנה הלוקאלי שלה. הממוחשבת

. ך בצורה אינטראקטיביתדפורמציה מקבל כקלט אובייקט בצורת המקור ואוסף של אילוצים שהמשתמש יכול לערו

יש להגביל את מספר האילוצים שמסופק על ידי המשתמש , על מנת לאפשר עבודה אינטואיטיבית ונוחה עם הכלי

הפלט המתבקש אם כן הוא צורה חדשה המקיימת את אילוציו של המשתמש תוך כדי שמירה ככל שניתן . למינימום

  .ה המקוריתעל הפרטים הגאומטריים העדינים ואופייה של הצור

אנו בודקים טכניקות שונות על מנת להשיג דפורמציות של צורות המשמרות פרטים גאומטריים , בעבודה זו

בעזרת קואורדינטות (אנו מספקים אלגוריתם המשלב בין שיטות לייצוג פנימי של משטחים  ,ראשית. עדינים

מידת הראליסטיות הרבה של הדפורמציה מושגת על ידי שימוש ). 2 פרק (עם שיטות מונחות מידע ) דיפרנציאליות

קלט זה מנחה את האלגוריתם ביצירת  .בקלט נוסף המכיל אוסף של דוגמאות שונות של צורת המקור בפוזות שונות

למשל ניפוח . ן של שינויי הצורה למאפיניו הבסיסים של המודל שעליו אנו מפעילים את המניפולציהההקשר הנכו

אנו משיגים מטרה זו בצורה שהינה יעילה חישובית  .של שרירים והופעת קפלים בגופו של אדם או בגופה של חיה

  . וחסכונית בצריכת הזכרון שלה

דפורמציה . אשר מבוססת בבסיסה על דפורמציה מרחביתציה בגישה מאנו מטפלים בבעיית הדפור, בהמשך

 משכןכל אובייקט המשובץ במרחב ה. באופן ישירעצמו ולא את האובייקט  משכןהמרחבית מעוותת את המרחב 

שיטות . ןהיתרון העיקרי של שיטות דפורמציה מרחבית היא הכלליות שלה .יתעוות באופן עקיף כהשפעת לוואי

ואינן  משטחים חופשיים וכדומה, משטחי חלוקה כגוןאלה מסוגלות לטפל במגוון רחב של ייצוגים גאומטריים 

עושה הפופולריות ליצירת דפורמציה מרחבית גישות אחת ה. מוגבלות לטפל ברשתות משולשיות בדידות בלבד

הן אינן . טריות לשם דפורמציה יש מחיראולם לשימוש בקואורדינטות בריצנ, בקואורדינטות בריצנטריות שימוש

לדפורמציה מרחבית מבוססת  משולבתאם כן האתגר הניצב בפנינו הוא פיתוח שיטה . משמרות פרטים גאומטריים

  .בכל זאת לשמר פרטים גאומטרייםמצליחה קואורדינטות בריצנטריות אשר 

יות בדו מימד מעולם המספרים הממשיים אנו משיגים מטרה זו על ידי הכללה של מושג הקואורדינטות הבריצנטר

קומבינציה באופן מסורתי קואורדינטות בריצנטריות בדו מימד מוגדרות כ). 3 פרק (לעולם המספרים המרוכבים 

הן פועלות על כל אחד משני הרכיבים של , ככאלה. מימדים-וקטורים דו עםאוסף מקדמים ממשיים לינארית של 

מימדים נשתמש בקומבינציה - מעט שונה שבה במקום וקטורים דובצורה  לפרש יתןמצב זה נ. הוקטור באופן זהה

אנו מציעים להכליל את המצב המתואר למקרה שבו גם , לכן. לינארית של מספרים מרוכבים עם מקדמים ממשיים

היא ראשית . לנקודת מבט חדשה זו מספר יתרונות. מספרים מרוכבים םה) הקואורדינטות הבריצנטריות(המקדמים 

מובילה אל ההגדרה של קואורדינטות בריצנטריות מרוכבות אשר מאפשרת פעולה לינארית שונה על כל אחד 



 

II 

 

היא מאפשרת שימוש בתאוריית האנליזה המרוכבת העשירה אשר מפשטת רבות את , אבל בנוסף. מרכיבי הוקטור

שימושיות בעיקר לדפורמציה של קואורדינטות בריצנטריות מרוכבות . והטיפול בתאורייה שאנו מציגיםהניתוח 

המקיף את ) בדרך כלל פוליגון(המשתמש מגדיר עקום סגור , בתרחיש טיפוסי. מימדיות ותמונות- צורות דו

צעד זה מורה . עקום היעדעל ידי גרירת הקודקודים שלו כך שמתקבל אובייקט המקור ומשנה את צורתו 

כך שיתאים את עצמו לפנים של עקום ביותר טבעית הה לאפליקציה לשנות את צורתו של אוביייקט המקור בצור

אלגוריתמים רבים עושים בה שימוש ומספר גדול של , מימדית-מאחר וזוהי פעולה יסודית בדפורמציה דו. היעד

מימדי - אבחנה חשובה היא שכל אלגוריתם דפורמציה דו. אלגוריתמים אלה מבוסס על קואורדינטות בריצנטריות

דבר זה מעודד שחזור של גזירה . אינווריאנטי לטרנספורמציות אפיניות ינוטות בריצנטריות ההמבוסס על קואורדינ

הנחשבת כהרסנית לפרטים גאומטריים עדינים ולכן למרות היתרונות הרבים שבשימוש בקואורדינטות 

בעבודה זו מראה כי שימוש בקואורדינטות  3 פרק . בריצנטריות הן אינן אידאליות למטרה של דפורמציה

אנו מספקים מספר מתכונים . בריצנטריות מרוכבות הולומורפיות מוביל לדפורמציות שומרות פרטים גאומטרים

הוא , Cauchyאורדינטות בריצנטריות של הבסיסי שבהם הנקרא קו. ליצירת קואורדינטות בריצנטריות מרוכבות

מתכון , למרות יתרונותיו הרבים. Cauchyבעל נוסחא סגורה וקומפקטית המבוססת על דיסקרטיזציה של התמרת 

זה אינו אופטימלי מנקודת המבט של המשתמש באפליקציה וזאת מכיוון שהתמונה של אובייקט המקור עשוייה 

אשר על מנת  Szegöמתכון זה על ידי שימוש בהתמרת אנו משפרים . מעקום היעדיתר על המידה להתרחק 

מתכון שלישי מאפשר שליטה בדפורמציה בעזרת אוסף . מערכת משוואות לינארית ון שלפתרצורך בלחשבה יש 

 .יעילות האלגוריתםאף את אילוצי מקום נקודתיים המשפר את חוויית המשתמש ו

ח אלגוריתמי דפורמציה אשר משמרת את הפרטים של צורת המקור בצורה מחקר בשנים האחרונות התמקד בפיתו

להמנע מווריאציות מיותרות ולהיות מורכבת , המשמעות היא שהדפורמציה צריכה להיות חלקה. מיטבית

יש להמנע מגזירה וסילום לא אחידים ולאסור . מטרנספורמציות לוקאליות של סיבוב ולעיתים גם סילום אחיד

ערכי -חד- מיפוי הרמוני חד –אלה הן בדיוק התכונות של מיפוי קונפורמי . ונה על עצמה בכל מחירקיפול של התמ

ינט של המיפוי ניצבים זה לזה ישני וקטורי הגרד לפיוש( Cauchy-Riemannששני רכיביו מקיימים את משוואות 

בנוסף הם משמרים , החותכים זה את זהמיפוים קונפורמים משמרים זוויות בין עקומים ). אותו אורךעלי וב

לפיכך הם אידיאליים עבור דפורמציה של צורות , אוריינטציה והם בעלי יעקוביאן חיובי ממש בכל התחום

  .גאומטריות

נו מציגים את הרעיון החדשני של קואורדינטות בריצנטריות מרוכבות ומראים איך לייצר קואורדינטות א 3 בפרק 

ככאלה הן עשויות להוביל למיפוי קונפורמי אולם אם וכאשר הנגזרת המרוכבת  .מבוססות פונקציות הולומורפיות

אנו מציגים  4 בפרק . ונה מתרחשהמיפוי איננו קונפורמי וקיפול עצמי של התמ, הראשונה של הפונקציה מתאפסת

אנו מאפשרים למשתמש שליטה רבה , בנוסף. שיטה חדשנית המבטיחה כי המיפוי יהיה קונפורמי בכל התחום

הישג זה . שום מדוייק של השינוי הזוויתי של המשיק לעקום המקור בכל נקודהבתהליך הדפורמציה הכולל רי

אנו , בנוסף. של קואורדינטות בריצנטריות מרוכבות חדשות שאנו מכנים קואורדינטות הילברט ןמתאפשר בעזרת
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על מנת לאפשר דיוק ריבועי ולאפשר שחזור של  ןומכלילים אות Cauchyמפתחים מחדש את קואורדינטות 

  .פונקציות שאינן רציפות על שפת התחום

אנו מקווים שבעבודה זו הצלחנו לקדם את המחקר צעד אחד קדימה לקראת אלגוריתמים איכותיים ויעילים יותר 

מאחר , ראשית. בפנינו עומדות עדיין מספר שאלות ובעיות שאינן פתורות ,אולם ,לפתרון בעיית הדפורמציה

משמשות אבן בניין במספר רב של יישומים בגרפיקה ממוחשבת ועיבוד ) ממשיות(וקואורדינטות בריצנטריות 

היינו רוצים למצוא שימושים לקואורדינטות בריצנטריות מרוכבות גם בתחומים אחרים מלבד דפורמציה , גאומטרי

בין קואורדינטות בריצנטריות מרוכבות לבין בעיית היינו רוצים לעמוד על טיבו של הקשר , בפרט. משמרת פרטים

היינו רוצים להכליל את הקואורדינטות הבריצנטריות המרוכבות , בנוסף. הפרמטריזציה של רשתות בדידות

הכללות של מספרים מרוכבים למימדים גבוהים קיימות אך טרנספורמציות קונפורמיות בשלושה . לשלושה מימדים

ביצענו , לאחרונה. דבר המרמז כי הכללה ישירה של הקואורדינטות לא קיימת, ביותר מימדים הן משפחה מצומצת

יחד עם זאת לא ברור . מספר נסיונות להכליל את עבודתנו לתלת מימד תחת עידון הדרישה הקשיחה לקונפורמיות

מקיימות ומדים ערכיות בשלושה מי- חד-משמרות פרטים אשר הינן חד, עדיין אם ניתן ליצור טרנספורמציות חלקות

  .ק תנאי שפה מסויימיםיבמדו

  

 



 

 

 

  .חיים גוטסמן בפקולטה למדעי המחשב' המחקר נעשה בהנחיית פרופ

 

 .אני מודה לטכניון על התמיכה הכספית הנדיבה בהשתלמותי
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