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 (a) a 900−vertices cycle with random chords
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 (b) zoomming into (a) for 0 <= p <= 0.002

����!�]�7<) � W|R	��8�)�5�� N &2�98�K���)*+;)�&2��/O)*7F"%!9)=V,:[+<C�)h�q�v� K�7<�,&2)�5<5	�� �7X"� '.0��8 !�7X"�K�C'5	!9)* �)*7F"%+;)Z.TV,:
"�.H.0�� �!f7X"� '.0�98�&XC��97X.�5	+<�f" �9»�» ��/O)*7<+;�1&()�5�&2:H&2��) 3 ��C�)�7;)I)�"�&XC�K'�O5<5\��V���)b&GC��97X.S>?+<C�)*7<)I"%7<) ÄO»9¿��9Á�» @
�15I"9.�.0)�.S����+<CSK�7;�9V'"%V�������+\:��QP � /O)*7F"%!9)f&2��/O)*7h+;��8�)�5�"�7;)fK����9+;+;)Z.
"�!O"%�� '5\+I+<C�)[)Z.0!�)EK�7<��V'"�V�������+6: 3
£'7F5\+f>A"O@ N ��7 » ����� �93 "� '. +<C�)* r>?VQ@ N ��7 » ��� � » p »�»9Â P�R	C�)fK')�"%d�"�+�� 0 » p »�»9»�¿ 8�"*:�V')
)*c,K��1"��� �)Z.[V0:W+;C�)IC���!�C�)*7�KH7;��VD"%V�������+6: N ��7�+;7F"%K'5I>A"95	�� #����!9]�7;) Â @	�� J�����	)*7�.0)* '56��+;��)�52P

�



f

ab

c

d e

2���s-4.s-4�: 2(x>s-48s /): 2��Xs-4.s ?): 2���s /�s 1�: 2Çx>s /�s �): 2���st4.s��):
2�
!s-48s��.: 2(�.s /�s 9): 2��Xs ?�s 6): 2���s ?�st47�): 2Çx>s /�s-4.4�: 2���s /�s-47/):
2�
!s ?�s-47?): 2(�.s ?�s-4�1�: 2���s ?�s-4��): 2(x>s 1�st4��): 2��Xs 1�s-4��8: 2���s ��s-479):
2Çx>s 1�s-476d: 2���s 1�s /.�): 2�
!s 1�s /�4�: 2(�.s ��s /./): 2��Xs ��s /.?d: 2(x>s ��s /�1�:
2���s ��s /8�): 2M
�s���s /��): 2Ç�.s���s / �8: 2��Xs���s /.9): 2���s���s /.6d: 2(x>s���s ?.�):
2���s���s ?�4�: 2M
�s���s ?8/): 2Ç�.s���s ?.?d: 2��Xs���s ?�1�: 2���s���s ?.�d: 2(x>s 9�s ?��):=== ===

����!�]�7<) ¹ W � �h��� "� 0+�&2��/O)*7F5	"E!�7F"%K�C 3 56+X"�7;+;�� �! N 7;��8 /O)*7;+<)*c � 3 "� '.�"�7;7<��/O)�54"%+�"f¼h"%8�����+<�� ��a"% 
����8���+4&2:H&2��)h"�+=+<��8�) Â%Ä P	R	C�)-56)�Óº]H)* '&2)h� N /O)*7<+;�1&()�5��15 W ���F��� � � ������� � � ����� �F��� � � � ��� 
 � � � ������� Õ P

� 6 ; < >[�

 ���17 � >@M ��?������ ��� ��?�7

� 5���K�K'�s5\)�.S+;�s�q��É�"� '.S5\��8����a"%7�56)�"%7F&GC#8�)*+<C��,.�5 3 ��]H7h�h��� "% ,+h �)�/O)*7�5\+<��K'5 3 ]� ���)�5;5��	)-K�7;)*�
K�7<��!�7F"%8���+�����+;C#"% #]�K�K')*7�V'��]� '.��� #��+X5	��"%��d0�� �!E+;��8�)OP�¼�)* '&2) 3 �q�v� �a5	 ���+�+;CH)UV')�56+=8W)*+;C��,.
N ��7Ò"T�9 �)*�m5\C��9+-5\)�"�7X&XC 3 ��C�)* �&2�98�K'"%7<)�.J+<��+;CH�O5\)f8�)*+<C��,.�5=��CH�1&XCS"%7<)f"*��"%7<)[� N +;C�)*��7I5\+F"%+<]'5h� N
&2�98�K���)�+;���9 �Px¼=���	)*/O)�7 3 "�5��4)�5\C'"�����5\CH�%�M�� [+<C��15|56)�&2+;���� 3 ��+�8�"*:BV')q"B&2�98�K')*+;��+;��/O)4&*"� '.0�a.�"%+<) N �97
"% �"9.�"%KH+;��/O)��?7<)*K')*+;��+;��/O)-56)�"%7F&GC 3 �� #��C��1&XC��4)B��"% ,+h+;C�)-!�7F"%K�C�+;��V')f56)�"%7F&GC�)Z.�"%!s"%�� �"% '.�"%!s"%�� �P
� K�KH���1&�"%+;���� '5x8�"*:BV')=!9]'"%7F.0�� H!���56]�7;/O)������a"% '&()���7	dO)�)*K��� H!I"% �]HK��?+<���m.�"%+<)I.�"�+X"%VD"�5\)q�� f+;C�)q&2�� ,+;)�c0+
� N "BC0]�!9)I �)*+6�	�97;d�� N .�"%+F"[56��]�7F&2)�5h>�)OPµ!HP|t �qR�·�Ô �h·|R=@XP

ÝQ)*+�]'5�"95;5\]H8�)�+<C'"%+�" N +;)*7T&2��/O)*7;�� �!
+<C�)S!�7F"%K�C �	)�"������%� ��]�7#"% ,+�+<�$&2�� ,+;�� 0]H)���+F5[�q�v�
K�7<�,&2)�5;5(PStA+ N ����������5 N 7;�98 R	C�)*�97;)*8 � +<C'"%+-�� '&2)W)*/O)*7;:�>A"�+E8��O56+2@q�O�¡56+;)*K'5 3 "� ���+<C�)*7f&2��/O)*7F"%!�)
� N +;C�)f!�7F"%K�C��15h&2�98�K���)*+;)�.�PBt N +<C�)f!�7X"�K�C�C'"�5-"J¼q"%8�����+;�9 ��1"� �&2:H&2��)�� 3 N ������������ �!W+;C��a5U&(:�&2��)B�a5
&2��)�"%7<��:�+<C�)f5\C��97;+<)�5\+h��"*:J+<��&2��/O)*7�+<C�)E!�7F"%K�C�PBÉs)*)E����!�]�7<) ¹ N �97I"% S)�c�"�8�K���)I� N "W¼h"%8�����+<�� ��a"% 
&2:H&2��)Ò.0�15<&2��/O)*7;)�.�V,:�+;C�)IK�7<�,&2)�5;5(P=��)E56C'"%���� ����{56C����{+;C'"�+h"�¼q"%8�����+;�9 ��1"� �&2:H&2��)f>�� N �� �)E)*c,�156+X5
�� SLI@4�15�"EKg�s5;56��V���)B����8���+�&2:�&(��)h� N +;C�)I�q�v� K�7;�,&()�5;5(P � ��7<)B56K')�&2� £g&*"%����: 3 � N +;CH)E"% ,+�C'"�K�K')* '5=+<�
N ��������� 5\]'&XC#"[&2:H&2��) N �97h�S&2�9 '5\)Z&2]�+;��/O)h+;��8�)�5�>?�mPµ)OP�� r 5\+<)*K'5G@ 3 ��+�������� N �9�����%� +;CH�15�&2:H&2��) N ��7;)�/O)*7*P

�	ª����$¬	�{Ü�
Ò×OÛEÚ�Ï ���OàHÚ1×Oà �#�t�2Ï�ÍfÚ1àJL.� �ZÌ �OàSÎ2Í(Ú1à�ás�mß;×�#%Í(ß;Ð�Í�
B� ���OàOÐ�Í��4� �mÚ�#%Í �mÚ1Û[Í;Ð���Î2Í����OÛ[Í;Ðb×
Ï Ú1ÛEÚ^� �#���2Ï�Í � �����'Í��q�v� Ì�ß����2Í<ÐXÐ	�
� ô ÿ!è#í�ë(æ5ó�ñ�ä³ï(ðbì+å�ävç7ç�ä³ñ.ðbì+ëkä $	<LMO9>?-&6:L7	9�<L7 2�
'2=? 5Ïì î<ì+ï�ê�ì+ë(ì+ï(ë|æ5ä7ÿÇð0ê7æ�çÇï(æAó�í³î<ï(ð8æ4ç�ç�ä�ñ8ðbæAó�ä7ÿ�ïÇè+é[í�å�ÿ�æ(å�ò�ì#ïÇðï(ð8æÑí�å.è+é æAó�ÿ�æ%ñ.ï(ì+í7åmí³î ïÇð.æ ��ç(ëÇïÑä³å�óKè-ä�ëÇï�ê7æ�çÇï(æAó �

�*»



�I±�°�°��F³=Ô�)�&*"�����+;C'"�+h"9&*&2��7F.0�� H![+<�[+<C�)I�h��� 7<]���) 3 ]HKg�9 ���)�"*/0�� �!f"�/O)�7;+;)�c 3 ��+X5�lQ��/9"%��]�)I�15�5\)�+=+<�
+;CH)B&(]�7;7<)* 0+4/9"%��]H)U� N +;CH)U H)*c0+�/O)�7;+;)�cEK���]'5��� H) 3 �AP¸)OP

l�nA>A}�nA@90 lDn6>m}�n
0 p @�� � p > Á @

ÝQ)*+4]'5� ���� "�5;56]�8�)�+;C'"�+�"�+�+<��8�)�k�+;C�)q"% ,+|C'"�5�&2�98�K���)*+;)�.-"B56)�Óº]H)* '&2)�� N �J¼q"%8�����+;�9 ��1"� f&2:H&2��)�5(P
R	C�)* #}�n 0 p C'"�5� ���+�V')*)* #/0�a5\��+<)�.�>m"% '.���+X5�lQ��/9"%��]�)IC'"�5� ���+�V')*)� S&XC'"% �!9)�.g@456�� '&2)I+<��8�)�k��$�T� �
"% D.JC�)* D&2)

l�n6>A}�n 0 p @ 0 lDn)( � 0 p >m}Dn 0 p @r0¨l�n ( � 0 p >A}�n)( � 0 p @Xo > � @
+;CH)h�1"95\+�)�ÓO]'"%����+6:BV')*�� �!f.0]�)q+;�E+;CH) N "�&2+4+;C'"�+�+;C�)q/O)*7;+<)*cE�� '.,�1&2)�5|"�7;)I"����Q8f]'.0]H���-� 3 5\�� D&2) 3 �� ���]H7
&*"95\) 3 +;C�)I5<"%8�)Ò5\)�ÓO]�)* '&()=� N ��/O)*7;+<�1&2)�5��a5�7;)�Kg)Z"%+;)Z.���+;��8�)�52P (  �)I&�"% � ���� 5\]�VD5\+;��+;]�+<)-·�ÓO]'"�+;���9 
� �� ,+;�f·|Óº]D"%+;���� Á +;�E!�)�+

l�n6>m}Dn�@F0 l�n ( � 0 p >A}�n)( � 0 p @�� �
0 l n ( r 
 � 0 p=� >A} n)( r 
 � 0 p�� @�� Â
0 l n ( � 
 � 0 p=� >A} n)( � 
 � 0 p�� @�� ¿PPP
0 l n ( � 
 � 0 p�� >A} n)( � 
 � 0 p�� @��$�
0 l n ( � 
 � 0 p�� >A} n @��$� p

� &2�9 '&2��]'5\���� N 7<��8�+;C�)h�a"�56+�)�Óº]D"%+;���� ��a5�+<C'"%+�.0]H7;�� H!E+;C�)I�B� � 5\+�&2:H&2��) 3 +;C�)I"� 0+�5\)*)Z5=>?�97�5\8�)����15X@
+;CH)I5;"�8�)=7<)*�1"�+;��/O)�lQ�?K'"�+;+<)*7; �+<C'"%+4��+�5;"*�§�� [+<C�)=£'7F5\+�&2:�&(��)O¤O+;CH)h�S"9.�.0)�.[+<�B)�"9&GCW/�"���]�)Ò.0�O)�5	 ��9+
&XC'"% �!9)[+<C�)�_;!�7<)�"%+<)*7I+;C'"� '`J7<)*�1"�+;���� '5hV')*+6�	)*)� S+;C�)f/O)*7;+<�1&2)Z52P � �156� 3 +;C�)Wp0��K'"%+<+;)*7< 
�a5h��V,/0����]'56��:
)�ÓO]���/9"���)* ,+B+<�S+;C�)#K�7;)*/,���9]'5B�� H)O¤	C�)* D&2) 3 +;C�)#5;"�8�)�.0)Z&2�156���� D5E"�5E+;� _;��C�)*7<)�+;��!�� N 7;��8 C�)*7;)Z`
5\CH��]��a.�V')�+F"%dO)* �"%!O"��� �P�R	C�)T5;"%8W)�"95;5\)�7;+;���� r"%�a5\�SC��9�1.�5 N ��7E+<C�)��J� Â  '.$&2:H&2��) 3 +<C�)���� ¿ 7F.
&2:H&2��) 3 "� '.�56�[�9 �P �

ÉO)*)I�x��!�]H7;) À N ��7�"% �)*cH"%8�KH��)	� N +<C�)�+;C�)I¼q"%8�����+;�9 ��1"� f&2:H&2��)�!9)* �)*7F"%+;)Z.[V0:f+;CH) Y a	e K�7;�,&()�5;5(P
�=�9+;) 3 C����	)*/O)*7 3 +;CD"%+�"B¼q"%8�����+;�9 ��1"� �&(:�&2��)��15| ���+-×�Ï1��×��ZÐ�.0)*+;)Z&2+;)�.EV,:f"�YQa eÃK�7<�,&2)�5<5 3 "95�5\C����� 
�� #����!�]�7<) � P

� O �NM 7 ���D7B� � � 7�U�������� U

R	C�)4/O)*7;+<)*ch"� 0+���"%��dI5\)�)*8�5Q+;��V')�ÓO]���+<)4"h5\��8�K���)xK�7<�,&2)�5;5(¤OC����	)*/O)*7 3 5\)*/O)�7X"%� N "9&2)*+F5ý� N ��+F5ýV')*C'"*/,���97
"%7<)-5\+;������&GC'"�����)* �!��� �! 3 "�5��15�56C����� �V,:�+;C�) N �9���������� �!E)*cH"%8�K���)�52P

� ( ]�7q&2��/O)*7�+;��8�)h7<)�5\]���+=CH���1.H5 N ��7q"�5\�� �!���)E"� 0+�P=tA+��Æ5� ���+��� #!�)* �)�7X"%�x+;7<]�)B+<C'"%+Ò"�.�.0�� �!�"� 0+F5
7<)�.0]'&2)Z5[&2��/O)*7E+<��8�) 3 "�5�&*"� ¡V')S56)*)* N 7;��8 +<C�)�K�����+F5[�� ¨����!9]�7;) Á P ¼=���	)�/O)*7E��+W5\)*)�8�5
7<)�"�56�� '"�V���)f+;�#5;"*:S+<C'"%+I� N +<C�)E!�7F"%K�CY�a5=�1"�7;!9)�"� '. +<C�)W"% ,+X5I"%7<) N "%��7<��:i.0�156+;7;��V�]�+<)�.��� S+<C�)
V')*!9�� � ��� �! 3 +;C�)|���s"�.B��������V')�8��97;)��97���)Z5;5QV'"��1"% D&2)�.QP�t\5���+�K'�s5;5\��V���)4+;�IÓO]'"� 0+<� N :h+<C�)45\K')*)�.0��]�K
7F"%+;����>��APµ)sP�R � � R p @ N �97 � "% ,+X5|�	�97;d,�� �!-+;��!9)*+;CH)*7 3 "�5	" N ]H '&2+;���� f� N4� "% D.�5\�98�)=KD"%7X"�8�)*+<)*7X5� N +<C�)I!�7X"�K�C �

� �



� ��)�C'"*/O)�56C����� �>mÝQ)*8�8�" ¿ @�+<C'"%+|� N "q¼h"%8�����+<�� ��a"% E&(:�&2��)	�a5�+;7F"Z/O)�7;)�56)�.B�[+<��8�)Z5Q��+�V')�&2�98�)�5
"�����8���+�&2:H&2��)OPI¼��%�4)*/O)*7��4)EC'"*/O)E ���+ N ��]H '.S"% �)*cH"%8�K���)I�� S��C��a&GC�"�¼h"�8�����+;�� H�1"% #&2:H&2��) 3
�9 '&2)f+;7X"*/O)*7F5\)�. 3 .0�O)�5fào����V')�&2�98�)f"�����8���+�&2:H&2��)OP�És�J�9 �)f8�"*:S"�56dS� N �	)E7<)�"%����:# �)*)�.�+<C�)
"� 0+�+<� N �9������� +;C�)-&2:H&2��)h�S+;��8�)�5 3 �97�&*"% i"E5\8�"�����)�7	 ,]�8[V')*7|� N 7;)*K')*+<��+<���� D5�V')E56] ��&(��)* ,+	+<�
"95;5\]H7;)E"B����8���+4&2:�&(��)OP

� �= D.0)*7h��C��a&GC�&(�� '.0��+;���� '5h.,�O)�5B"��q�v� KH7;�,&2)�5<5h�� �"J¼q"%8�����+;�9 ��1"� �!97X"%KHCY&2�9 0/O)�7;!�)E+<�#"
����8���+�&2:�&(��) � � �97;)f56Kg)Z&2� £�&�"%����: 3 .0)* ��9+;)EV,:�� � +<C�)f5\)�+U� N �g��/O)*7;+<)*c#¼h"%8�����+<�� ��a"% �!97X"�K�C'5��C��a&GC-"�7;)	7<)�&2�9!� �� w )�.hV0:Ò"=�h��� K�7<�,&2)�5;5 3 "� '.UV,:�� � +;C�)�5\)*+x� N "����,�'�?/O)*7<+;)*cÒ¼h"%8�����+<�� ��a"% !97X"%KHC'52P�!4"� S+;C�)-7X"%+<����� � � � � V')B)�56+;��8�"%+<)�. � (  �)-8�"*:�"%�a5\��"95\d 3 N �97I"[!9��/O)* �!�7F"%K�CS�� 
� ��� � � >?����dO)�+;C�)q!�7X"�K�C��� ��x��!�]H7;) � @ 3 ��C'"�+��15�+<C�)hK�7<��V'"�V�������+6:E� N "�Y a	e K�7;�,&2)Z5;5	+;�B£D '.
+<C�)-¼h"%8�����+<�� ��a"% W&2:�&(��) 3 +X"�d0�� �!E�� ,+;�b"�&*&(��]� ,+�+;C�) N "9&2+	+<C'"%+�+;C�)�£'7X56+h56)*/O)*7X"���5\+;)�K'5="�7;)I ��9+
]� H�1ÓO]�)*��:f.,)*+;)*7<8��� H)�.BV0:W+;C�)h7<]���)q����+4�15	�� H��:W" N +;)�7�+;C�)I!�7F"%K�C��a5�&2��/O)*7;)�.f"% D.T)Z"�&XCJ/O)�7;+;)�c
C'"95="E]� ��aÓº]H)Ip�/�"���]�)I+<C'"%+�+;C�)-56+;)*K'5�"�7;)-]� ��1ÓO]�)OP
� 7;)��1"%+<)�.hV�]�+�.0�'&�)*7<)* ,+�ÓO]�)�5\+<���9 U�a5�"�V'��]�+�!9)* �)*7F"%�O!97X"%KHC'5 W�.0�O)�5�+;C�)45\KD"% � ��� �!h+<7;)*)|�� D.0]'&2)�.
V,:��q�v� >?�AP¸)OP�+;CH)U+<7;)*)-56K'"% � H)�.JV,:�+;CH)U)Z.0!�)�5�+;CD"%+q&2�� � H)�&2+�)�"9&GC�/O)*7<+;)*cf+;�f��+F5	 �)*��!9C0V'�97
����+;C�C���!�C�)Z5\+�p,�?/9"%��]�)�@x��8WK�7;��/O)I>?�� [+<)*7;8T5�� N &2��/O)*7;�� �!-.0]�7F"%+;���� Q@�����+<C�+;��8�) ��ÉO��8[]H�1"%+<���9 '5
"�7;)IK'�O5\��+;��/O)UVH]�+��	)-5\)�)*d�"% #"� '"%��:0+<�1&*"��x"%7;!9]�8�)* ,+*P

� � K�7<��V'"�V������156+;�1&	/O)�7X5\���� f� N �h��� 7;]H��)�.0�O)�5| ���+4.0)�+;)*7<8��� �)4+;C�)� H)*c0+| �)���!�C,V'��745\K')�&(� £�&*"�����: 3
V�]H+I"�5<5\��!9 '5h)�"�&XCS �)*��!�C,V'��7I"[KH7;��VD"%V�������+6:i"�&*&2�97X.0�� �!�+<����+F5h&2]�7<7;)* ,+B>mlQoXpg@48�"�7;d 3 )OP¸!�Ph+<C�)
K�7<��V'"�V�������+6:f� N ¾6]�8WK��� �! N 7;�98�}J+<��jE8�"*:[V')

� \	��
O>m}
� jD@90 � � > � �$l�>Aj�@;@
��� "�� 
 ! � � � > � ��l�>��h@;@

o

��C�)�7;) 3 &2��)Z"%7;��: 3 ��� "�� 
 ! � � \���
O>A}�� �h@N0 � Prt65E5\]'&XCM"�+<7X"9&2)*��V��1"95\)�.$7X"% D.0��8 &2��/O)*7F"%!�)
K�7<�,&2)�5<5 N "95\+;)�7 3 �� #+;C�)-"*/O)*7F"%!�) 3 ��7�56�����	)�7�+;C'"� �+;CH)B.,)*+;)*7<8��� H�15\+<�1&	�9 �) �

� ; � A �i��JF?�7B
 Tm7�M 7b�W� U

��)U+<C'"% Hd�^	��Vi¼=����+	� N�� R�½IR	�m^	)*����Ý�"�V'5 N ��7�CH�15�&2�98�8�)* ,+X5��9 S"� J)Z"%7;��:�/O)*7F5\���9 �� N +;C��a5	K'"%K')*7 3
"% D. �=7<����)*��!9)h� N +;CH)U��)*� w 8�"% H �tA '56+;��+<]�+;) N ��7�+;CH)B&(��]� ,+;)*7<)*cH"%8�K���)��� #����!�]�7<) � P���)I"��15\�f���156C
+;�f+;CD"% �d�+<C�)-"% ��9 0:,8��9]'5	7;) N )�7;)*)�5 N ��7�+;C�)���7�&�"%7;) N ]���7;)�"9.0�� H!f"% '.�C�)*��K N ]���&2�98�8�)* ,+X5(P

�*Â



I
.
A
.
 
W
a
g
n
e
r

Covering by VERTEX-ANT-WALK, shape #0, on a 8 x 8 matrix

Num of Ants = 1; Total area = 64;

1%, time = 0 3%, time = 1 4%, time = 2

100%, time = 920 100%, time = 1840 100%, time = 2760

100%, time = 3680 100%, time = 4599 100%, time = 4600
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