הסתברות אלגוריתמית 

(Algorithmic Probability)
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מוטיבציה:  נניח שבצענו ניסוי של 100 הטלות של מטבע בלתי מוטה, ותוצאת הניסוי היא 100 "פלי".  נקבל את התחושה שהתוצאה הנה יוצאת דופן, זאת למרות שאנו יודעים שההסתברות של תוצאה זו של הניסוי שווה לכל תוצאה אחרת שהיינו עלולים לקבל.

P.S Laplace  ניסה להסביר תחושה זאת בכך שאנו למעשה מחלקים את מרחב התוצאות האפשריות של הניסוי למחלקות, ונצפה שהתוצאה שתתקבל תהא שייכת למחלקה "גדולה".

סדרות רגולריות (regular sequences) הן כאלו שקיימת בהן חוקיות ברורה ופשוטה, ומספר סדרות אלו זניח לעומת מספר שאר הסדרות, כלומר מחלקת הסדרות הרגולריות היא קטנה.

Laplace ניסה לעשות אבחנה בין אובייקט לבין הגורם (cause) של האובייקט: נניח שנתקלנו בצירוף האותיות  א י נ צ י ק ל ו פ ד י ה . נסיק שצירוף זה איננו תוצאה של 12 הגרלות בלתי תלויות של אותיות מתוך הא"ב העברי, אלא מיצג את הפרוש המוכר לצרוף. אמנם ההסתברות של 12 אותיות אלו שווה להסתברות של כל 12 אותיות אחרות, אך ההסתברות שהאדם שסידר צרוף זה עשה זאת בכוונה תחילה גדול לעין שעור מההסתברות שהוא הגריל צרוף זה.  

נכליל את הדוגמא, ונאמר כי אם מונח לפנינו אובייקט רגולרי ההסתברות שאובייקט זה התקבל כתוצאה של גורם (cause) גדולה מאוד ביחס להסתברות שאובייקט זה התקבל במקרה (chance).

ננסה להגדיר באופן פורמלי את המושגים המוצעים לעיל. עבור מחרוזת בינארית x באורך  nנאמר שהמחרוזת התקבלה במקרה (chance) אם היא התקבלה מ n הטלות מטבע  הוגן. נאמר שהמחרוזת התקבלה ע"י גורם (cause) אם המכונה הפרפיקסית U חישבה את x כאשר התוכנית שלה התקבלה מהטלות של מטבע הוגן.  אם x מחרוזת רגולרית אז  2n<<2k(x)    ולכן סביר שהמחרוזת התקבלה כתוצאה מגורם פשוט כלשהו (כגון תוכנית קצרה), ולא במקרה.

ניתן, אם כן, לזהות  "פשטות" של  אובייקט עם כך שהאובייקט בעל סיבוכיות קולמוגורוב נמוכה.  כפי שנראה להלן, ניתן לזהות זאת גם עם כך שלאובייקט  "הסתברות גבוהה", כפי שיוגדר בהמשך.

הסתברות אלגוריתמית מעל מרחב מדגם בדיד (Discrete Sample Space)
נאמר שפונקציה p:N(R  היא semimeasure (probability measure) אם מתקיים  
[image: image41.wmf].

כזכור, פונקציה ממשית P היא enumerable אם קיימת פונקצייה רקורסיבית  (recursive) f(x,k)  לא יורדת ב k  המקיימת 
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, ופונקציה ממשית P היא רקורסיבית אם קיימת פונקצייה רקורסיבית f(x,k)  לא יורדת ב k  המקיימת 
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טענה (דוגמא 4.3.2): אם פונקציה  p  היא גם enumerable וגם probability measure אזי היא רקורסיבית.

הוכחה:  מהנתון קיימת פונקצייה רקורסיבית  f(x,k)  לא יורדת ב k  המקיימת 
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מכיוון ש f(x,k)  לא יורדת ב k פירוש הדבר ש 
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, ומכאן קל לראות שניתן לחשב פונקציה f’(x,k)  עבור p  כך שייתקים  
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Universal Semimeasure   
תהא M מחלקה כלשהי של semimeasures. נאמר ש semimeasure     p0 היא M  אונברסלית (univerasal) אם מתקיים:

  
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 קיים קבוע Cm  (התלוי ב p) כך ש 
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כלומר, הפונקציה "מקסימלית" עבור M.
קיימת פונקציה semimeasure שהיא  enumerable universal , ולא קיימת פונקציה semimeasure שהיא רקורסיבית אונברסלית, או אונברסלית עבור מחלקת כל ה semimeasure.

לשתי הטענות הראשונות נראה הוכחה.

משפט 4.3.1 :קיימת פונקציה שהיא  enumerable universal semimeasure.

הוכחה:  ההוכחה תתבצע בשני שלבים. בשלב הראשון נוכיח כ קיימת מניה אפקטיבית  
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 של כל הפונקציות שהן semimeasure. בשלב השני נוכיח כי בהינתן מניה זו ניתן לבנות את הפונקציה המבוקשת. נתחיל בשלב השני, שהוא פשוט יותר.

שלב 2:

נגדיר את pu  להיות: 
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,  כאשר מתקיים 
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בשביל להוכיח ש  pu    שהגדרנו היא אכן enumerable universal semimeasure יש להוכיח:

1.  pu  היא  enumerable semimeasure 
ראשית, מתקיים
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 EMBED Equation.3  [image: image16.wmf]1
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ולכן pu  היא   semimeasure. היא   enumerableמכיוון  שהפונקציות 
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 הן enumerable.
2.  לכל  פונקציה pn שהיא semimeasure קיים קבוע   cn  (התלוי ב pn) כך ש 
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 קל לראות שעבור 
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אי השוויון יתקיים. 
נשים לב שלמעשה הוכחנו טענה חזקה יותר: הוכחנו שלכל מחלקה M  של semimeasures אם קיימת עבורה מניה אפקטיבית אז קיימת עבורה פונקציה שהיא M universal semimeasure.
שלב 1:

נראה מניה מנייה אפקטיבית  
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 של כל הפונקציות שהן enumerable semimeasure ע"י כך שנראה מניה אפקטיבית 
[image: image21.wmf]),...

,

(

),

,

(

2

1

k

x

f

k

x

f

 של פונקציות רקורסיביות חלקיות כך שמתקיים 
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 (כלומר, נראה מניה אפקטיבית של הפונקציות המקרבות אותם ).

1. זאת נעשה בשני תתי שלבים: 

1.   נראה שקיימת מניה אפקטיבית 
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 של  הפונקציות הרקורסיביות חלקיות לא יורדת ב k  (כאשר אם g(x,k) לא מוגדר נאמר ש g(x,k)=() כך שלכל פונקציה ממשית enumerable  hi קיימת gj  במנייה המקרבת אותה.
2.   מכל פונקציה gi מהמניה הנ"ל נבנה פונקציה fi כך שכל הפונקציות  fi  הן semimeasure, ואם  gi היא  semimeasure אז fi תהא זהה לgi .
ב1. השגנו מניה של כל הפונקציות ה enumerable, ולכן בפרט מופיעות במניה זו כל הפונקציות שהן enumerable semimeasure. ב2 "תיקנו" מניה זו כך שכל הפונקציות המופיעות בה יהיו semimeasure, וזאת מבלי לשנות את הפונקציות שכבר היו כאלו, ולכן השגנו מניה אפקטיבית שמופיעות בה כל הפונקציות שהן enumerable semimeasure, ורק פונקציות כאלו.

את 1. ניתן להשיג מהמניה האפקטיבית של כל הפונקציות הרקורסיביות החלקיות הדו מקומיות (ע"י הרצה מבוקרת והקצאת ערכים רצופים לא יורדים ב k ע"ס הערכים שכבר חושבו).

בהינתן x,k נחשב את  f(x,k) באופן הבא:
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קל לראות ש f(x,j)=g(x,j) אם 
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 מהנ"ל נסיק כי f  היא semimeasure, וזהה לg אם גם היא semimeasure.  (
נקבע פונקציה universal enumerable semimeasure, נאמר שהיא פונקציית ה 
reference, ונסמנה m(x).
ניתן לבחור 
[image: image26.wmf]å

³

-

=

1

)

(

)

(

2

)

(

n

n

n

K

x

p

x

m

.

כזכור מההרצאה הקודמת מתקיים 
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 מתקבל כי 
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למה 4.3.1: לא קיימת פונקציה שהיאuniversal recursive semimeasure  
הוכחה:

נוכיח טענת עזר, שנזדקק לה בהמשך ההוכחה.

טענת עזר: תהי p פונקציה על הטבעיים המקיימת 
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. אזי קיימת סדרה של טבעיים 
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 כך שמתקיים לכל i 
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הוכחת טענת העזר באינדוקציה על  i:

 בסיס: נבחר x0=0, ומתקיים באופן טריוויאלי לכל בחירה של x1.
 צעד: נניח כי הצלחנו לבנות הסדרה עד xi,  ונוכיח שניתן למצוא xi+1  כנדרש.

נסמן p(xi+1)=J, ונוכיח כי קיים x’> xi  כך שמתקיים x’p(x’)<J, וודאי שהטענה תתקיים עבור הבחירה xi+1=x’. 

בשלילה נניח כי לא קיים x’ כנדרש, כלומר לכל x’>xi מתקיים 
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אך מהנתון p(xi+1)=J>0  ולכן הסדרה 
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 מתבדרת, בסתירה לכך ש 
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כעת נחזור להוכחת הטענה.

בשלילה נניח כי קיימת semimeasure pu שהיא אוניברסלית עבור הפונקציות שהן semimeasures  רקורסיביות. מכיוון שלכל x קיימת פונקציה רקורסיבית px  באופן ש px(x)>0 לכל x  מתקיים  pu(x)>0.

נשתמש בטענת העזר, ונבנה פונקצית semimeasure q באופן הבא:  
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הפונקציה רקורסיבית, וע"פ טענת העזר מתקיים 
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מהנחת השלילה קיים קבוע cq  כך שלכל x מתקיים cqp(x)(q(x).  אבל 
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, בסתירה.

באופן דומה ניתן להוכיח כי לא קיים איבר אוניברסלי במחלקת כל הפונקציות שהן semimeasure.
למה 4.3.2: הפונקציה m איננה רקורסיבית, ו 
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הוכחה:

אם m רקורסיבית אז היא אוניברסלית עבור מחלקת הsemimeasures הרקורסיביות (שכן כל פונקציה רקורסיבית היא בפרט enumerable), כלומר קיימת פונקציה universal recursive semimeasure בסתירה ללמה 4.3.1.

אם 
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 אז ע"פ דוגמא 4.3.2 היא רקורסיבית, בסתירה.
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