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⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ε 1

ε
� � �

� � � 1
ε 1

ε

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

6�
����� �����
� Rx = �1 ,
�� ����
 �	
������ �� 
�� ���
�� �� 	�� �
��.� <� ε ����
 ��

�� ����
��
 ��
������ 
� [ε−n ε−(n−1) · · · ε−1]T � 4� 
���� 	�� 
� ����/���� 
��� ��
	 ���� 	�������	
��
 �� 
�� ��	�
 
��� ���
�� [1 0 · · · 0]T � 	� �����
��� -�

���������� ε−n �� ��
������ �� ��� 
� ����/��� ����� 	�� 
���
�&��� 
� ��
��	
� 
���
�	
��� !'9%� ��
 
��� 	�� ��A���
 
� 	���� �
 
�� �	�� �� �����	�� �
��	
��
� ��
��	�� ��� ��	����� �� 
��� ���	���� �
 
�� 
������	� �����
� ������

'� �������	� ����
�	��� 
�� �������	� ��
���� R ����
�	��

���
 A �� 
�
 
���	� �� 
�
 ���
 �&�	��� 	 �	��	

 �� �
����� �
��	
��
 �	
 �
���
�� 	������ ����	���� ���� �	��	

 �� 
�
 
��� ��
 
�
 ������ 	������	
�� ��
���� ��
�	�� 
��� �	��	

 ��������� �
����� �
��	
��
�

5����
��� ����� �
��	
��
 ����	
���� 	������ A∗A 
� 	 �
	�
�
� ���
��� 	
�
�����
��� �
����� �
��	
��
 ����	
���� ������ �&�	
��
� �� 
�� ���� A∗Ax(t) =
x(t−1)/‖x(t−1)‖ ��� x(t)� ��� C�	� �	
��� A∗A �� �����
��� ,@����
�	
 �
 
��
������� �	��.� �� �
����� �
��	
��
 ��� � �
 �
 ����	���� 5����
��� �
��	
��
�� ��
�
����� 	
� �
������ ��� ��
���
 ���� �����
�
� A∗A� ��� ����
�	���� �� A∗A
	�� 
�� �&�	��� �� 
�� ��
���	� �	���� �� A� �� ��	�� ��
���	� �	���� ������ 	 ��

��	����E ��
���	� �	���� 
�	� �� ����� ‖A‖√ε������� ������ ����
�	���� 
�	� ��
����� ‖A‖ε�������� 4� �� �����
� A∗A �������
��� ���
��
� ������ ���	��� �	 �

���� ��	�� ��
 
�
���� ��
���	� �	���� �
���
�
�����	��� ���� 
�� ���� ��
���	�
�	���� �� A� 	
� �
����� �
��	
��
 ���� 	��	�� ������� ��
�	� �����
	
��
� �� 
��
��������
��
� ��
���	� ���
���� 4
 �
��� ������ �
����� �
��	
��
 �
 	
 �������
 A∗A
�	� �� �
�
	��� 	
� �	� ������� ���
��� 
�	
 	�� �	� ���� 
��� ���
��� �� A�

-�
 �
��	
�
� �
 A∗A �������
�� ���� 
�
 ��B�� ���� 
��� �
�
	����
�� 4� A ��
�&�	��� �� ����� A∗Ax(t) = x(t−1)/‖x(t−1)‖ �� �	�
���
� A ���
� 	
� �	� �	���
�
	��� �	�
����	
��
� �	� LU ��
� �	�
�	� ����
�
�� 	
� �����
�

A∗w = x(t−1)/‖x(t−1)‖
Ax(t) = w .

<� �	� 	� �� �	
 
���� 
��� ���	 �� ��� 
� 5
��	�
 !()%�
���
 A �� 
�
 ���
 �&�	��� �� �	
 �
��� ����� A∗Ax(t) = x(t−1)/‖x(t−1)‖ �� ��

�����
� 
�� ������� QR �	�
����	
��
 �� A� 4
 
��� �	�
����	
��
� Q �� m����n



�� ��� ���	
������ �
 �
�� �	���� �
 �	���� �������
��� �������� �

,�� � A. ��
� ��
��
���	� �����
�� 	
� R �� n����n 	
� ����� 
��	
���	�� @���

��� �� 
��� 	 �	� �	����
	���� ��
 
�
 �	
 �����	��
�� �	�
����	
��
� ,5� ���

A �� ��	���� �� �	
 ��� 	
 	���
�	�� ��� 	
� �����
 ���������
�� 
� ��
�����
��� 	
� ��� �. 5�
�� A = QR� �� �	�� A∗A = R∗Q∗QR = R∗R� �� �����
A∗Ax(t) = R∗Rx(t) = x(t−1)/‖x(t−1)‖� �� ������� 
�� 
��	
���	� �������

R∗w = x(t−1)/‖x(t−1)‖
Rx(t) = w .
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� 6�	
 !�"% ��
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����� 6�	
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�
 �������
 	���
 ��� 
� �	��� ��
 
�� �
����� �
��	
��
 ,��� 	��� 
�� �����
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� ������
��� �
 5��
��
 +.� �� ����� 
� 
��� 
���
�&�� 	� ��������� �	
���� R
��������	
 ��� �����
	
����I�����	�� ������
 �� 
��� 
���
�&�� �	
 �� ���� 
�
�����
� ���
���� ��
���	� ���
��� 	�����	
�� ��
� 
�� ��	����
 ��
���	� �	���� ��
A�

-�
� 
�� �������
 
���	���	
��
 ���	 	
� 
�� ��� �� 
�� R �	�
�� 	�� 
�
 
���
��
 �� 	��� 
�
 ������ 	������	
��� 7��
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�� ����	��� �
 �
����� �
��	
��
�
�������� �� 4���
 !'9%� ��
���� 
���	���	
��
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�
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�	
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�
�
���	� �	���
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�
 ������  
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� ��� ��	����� �
�
�� !'% ���� �
�����
��� �
�����
�
��	
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� �����
� ����
�	���� �� 
����	��
	� �	
����� !'9%�

(� LU��
��� �������	� ��
���� ����
�	���

���� ���
��
 �����

� 
�� �	�
 ��

����
��
 �� 
�� �	���� �����
��� �
�����
�
��	
��
� ��
� 
�� 
��	
���	� �	�
��� �����
�� �� LU ��
� �	�
�	� ����
�
�� ���
	�����
��� �
	�
 ��
� 	 �	�
����	
��


,�. PA = LU =
[
L1

L2

]
U ,

����� P �� 	
 m����m �����
	
��
 �	
���� L �� 	
 m����n ����� 
�	������	�
�	
���� 	
� U �� 	
 n����n ����� 
��	
���	� �	
���� ��	
 � 
� �	�
�	� ����
�
�� L
�	� �
�� �
 
�� ��	��
	� 	
� 
�� �	�
�
��� �� 	�� �� �
� �����

� �� ���
��� �� 1�
�� �	�
�
��
 L �

� ����
 	
� 
�
�����
 ����E L1 �� 
�� �&�	�� n����n 
��	
���	�
�	�
 �� L� ��

	�
�
� 
�� ����
 ����� 	
� L2 �� 
�� �����	��
	� ���� ��

	�
�
�

�� ���	�
�
� m − n �����

4
 ��	�
 	��
���
��� A� U � 	
� L1U 	�� �	�� ��	�
�� 
�� �	�� 
��� ��	��� ������
����� �� �	
 
�� 
� �����
� 
�� 
��� ��	�� �� A �� ��������
� �����
��� �
�����
�
��	
��
 �
 U �� �
 L1U � ��
� �� ����� 	�� �&�	��� ��� �	
��� U �� ����� 
��	
�
���	�� 	
� �
�� �� �����
� 
�� �	�
����	
��
 ,�.� �� �	�� 	 
��	
���	� �	�
����	
��

�� L1U � ���� 	����� �� 
� ������� �����
��� �
����� �
��	
��
 ��
� ��
��� L1U ��
��
� U ��
���
 	
� 	���
��
	� ������������
�� ��� �������
� 
����	� ����	 ������

�	
 A� U � 	
� L1U 	�� �	�� 
�� �	�� 
��� ��	��� =
�� �� ����� �
� �� 	
	���� 
��
�B��
 �� ���
��
� ������ �
 
��� ��������


���� ���� ���

PA = LU =
[
L1

L2

]
U



�� ��� ���	
������ �
 �
�� �	���� �
 �	���� �������
��� �������� �

�� �	 ����� LU ������������	 �� A ���� ���� L1 ��� � 	�	���� �����	�� ����� ��
���
��� ���� �� ������� ��
���	��
 ���	 	���(A) = 	���(L1U) = 	���(U)


�����
 ��� ��� �����
	
��
 P �� �������	

 ��� 
��� ���
���� �� ��
���
 ���� ��
��
��	��
� �� 	����� 
�	
 P = I. -��	��� L1 �� 
�
��
���	�� 
���(L1U) = 
���(U)�
���������� 	�� �� 
��� 
� ���� �� 
�	
 
���(A) = 
���(L1U)� 4� Ux = 0� 
��
 ��
	��� �	�� L2Ux = 0� �� Ax = LUx = 0� ���� ����� 
�	
 
���(A) ⊆ 
���(U) =

���(L1U)� =
 
�� �
��� �	
�� �� Ax = LUx = 0 
��
 �
 �	�
����	� L1Ux = 0�
���� ����� 
�	
 
���(A) ⊇ 
���(L1U) = 
���(U)� ����� ��
������ 
�� ������ �

�� 
�� 	
	���� 
�� ���	
��
����� ��
���
 
�� 	�������	
� 
��� ��	��� �� A� U �
	
� L1U � �
��� ��
���
 
	 �
� �

� 	����

 ���
��
� ������ �
 
�� �	�
����	
��
 ��
A� ��� ���	
��
����� 
�	
 �� �������� 
�� ��
��	
� 
�� �
���
��� 	
� 
�� 
�������
�� ��� 	�����
��� ��� 
��
 
������ ����� 
�	


• <�� 
�� ��	�� ��
���	� �	���� �� U ��������
� 
� ��	�� ��
���	� �	���� �� A
,��
 A �	� �	�� ���� ��	�� ��
���	� �	���� 
�	
 U.�

• J�������� 	�������	
� 
��� ���
��� �� U 	�� 	��� 	�������	
� 
��� ���
���
�� A�

• <�� 
�� ��	�� ��
���	� �	���� �� A ��������
� 
� ��	�� ��
���	� �	���� ��
L1U �

• <�������	
� 
��� ���
��� �� A 	�� 	�������	
� 
��� ���
��� �� L1U �

������� ���� ���

PA = LU =
[
L1

L2

]
U

�� �	 ����� LU ������������	 �� A ���� ���� L ��� 1� �	 ��� �����	�� �	� ��������	��
�����	�� ����� �������� 
���� �� ���	��� �� 1
 ��� �������	� �	���������� ���� ���
�	� x�

3√
4n + 6n − 1

σk(U) ≤ σk(A) ≤ √
mnσk(U),".

3√
4n + 6n − 1

‖Ux‖2 ≤ ‖Ax‖2 ≤ √
mn‖Ux‖2,'.

σk(L1U) ≤ σk(A) ≤
√

1 + (m − n)n
4n + 6n − 1

9
σk(L1U),(.

‖L1Ux‖2 ≤ ‖Ax‖2 ≤
√

1 + (m − n)n
4n + 6n − 1

9
‖L1Ux‖2,).

-����� �� ����� 
�� 
������� �� ���	� �
 ��� 
���� ���
�� �	
 �� ����� 4
 ,".
	
� ,'.� 
�� ����
���
 �
�&�	��
��� 	�� 
�� ������ �
��� ���� ���� 
�	
 �� σk(U) ��
��	��� 
��
 σk(A) �� 	��� ��	��> ����	�� 
�
 	� ��	�� 	� σk(U)� ��
 	
 ���
 	 �	�
��
�� m �	����� ���� 
�
 	 �	��� �	�
��� ���� ������� 
�	
 
�� 
������	� 
����
� �� A ��
	
 ��	�
 	� �	��� 	� 
�	
 �� U � ��
� �����	� 	�������	
� 
��� ���
���� ��� ���
���

�
�&�	��
��� �
 ,". 	
� ,'. 	�� 
�
 ������� ���	��� 
��� 	���� σk(A) 
� �� 	���

2n/3 
���� ������� 
�	
 σk(U)� ���������� 
�� 
������	� �	
 �� A �	� �� �
���
��
�	���� 
�	
 
�	
 �� U � ��
� 	�������	
� 
��� ���
��� 
�	
 	�� 
�
 	�������	
� 
���
���
��� �� U � 4
 ,(. 	
� ,).� �
 �� 
�� ���
���
 �
�&�	��
��� 
�	
 	�� �����
	

� ����
���� 
�	
 
�� 
������	� 
����
� �� L1U �� 	
 ��	�
 	� �	��� 	� 
�	
 �� A� 	
� 
�	

	�������	
� 
��� ���
��� �� A 	�� 	�������	
� 
��� ���
��� �� L1U � ��� ����
���

�
�&�	��
��� �
 ,(. 	
� ,). 	�� 
�
 ������ ���	��� �� 
�� ����
�

�	� �	�
��� �� 
��
����� 
�� 
�������



�� ��� ���	
������ �
 �
�� �	���� �
 �	���� �������
��� �������� �

�����
 �� 	�	�
 	����� ��
���
 ���� �� ��
��	��
� �� 	����� 
�	
 P = I.
��� ��
���	���	��� �
�&�	���� ��� 
�� �������
� ��
���	���	��� ���
�� !+� G�����

��
��
� $�+�� 	
� $�+�(%� ����� ���� ��� 	
� A = XY ����� X �� m����� 	
� Y ��
�����n�

,+. σk(X)σ�(Y ) ≤ σk(A) ≤ σk(X)σmax(Y ) .

�� 	���� 
���� ���
�� 
� 
�� �	�
����	
��
� �� A� ���
 	������ 
� A∗ = U∗L∗�

�� �
�&�	��
��� �����

,#. σk(U)σn(L) ≤ σk(A) ≤ σk(U)σmax(L) .

�� 	��� 	���� 
�� ���
�� ,+. 
� 
�� ��
0��	
��
 �� 
�� �	�
����	
��
 A = M (L1U)�
�����

M =
[

I
L2L

−1
1

]
.

=
 A∗ = (L1U)∗ M∗� 
�� ��
���	���	��� ���
�� ����

,9. σk(L1U)σn(M) ≤ σk(A) ≤ σk(L1U)σmax(M) .

�� 
�� ���
� 
�� ��	����
 	
� �	����
 ��
���	� �	���� �� L 	
� M � -��	���

�� �	�
�
��� �� 	�� 
�� �����

� �� L 	�� 	�� ���
��� �� 1� �� �	��

‖L‖2 ≤ ‖L‖F =
√∑

i,j

L2
i,j ≤ √

mn .

��� ��	����
 ��
���	� �	��� �� L �� ���
��� �� 
�	
 �� L1E

σn(L) = min
‖x‖2=1

‖Lx‖2

= min
‖x‖2=1

√
‖L1x‖2

2 + ‖L2x‖2
2

≥ min
‖x‖2=1

√
‖L1x‖2

2

= σn(L1) .

-	���� 	
� K�	 !)� 1���	� "�� 	
� "�"% ������ 
�	


σn(L1) ≥
(

4n + 6n− 1
9

)−1/2

,

	
� 
��� 	��� ���
�� σn(L)� 6����
�
� 
���� ���
�� ��
� *&�	
��
 ,#.� �� ��
√
9

4n + 6n− 1
σk(U) ≤ σk(A) ≤ √

mnσk(U) .

�� ���	
� 
�� ���
��	� �	���� �� A 
� 
���� �� L−1
1 L2� ��� ��	����
 ���
��	� �	���

�� M �� 	
 ��	�
 1� ��
��

σn(M) = min
‖x‖2=1

‖Mx‖2

= min
‖x‖2=1

√
‖Ix‖2

2 + ‖L2L
−1
1 x‖2

2

= min
‖x‖2=1

√
1 + ‖L2L

−1
1 x‖2

2

≥ 1 .



�� ��� ���	
������ �
 �
�� �	���� �
 �	���� �������
��� �������� �

��� �	����
 ��
���	� �	��� �� M �� ���
��� ��

σmax(M) = ‖M‖2 = max
‖x‖2=1

√
1 + ‖L2L

−1
1 x‖2

2

≤
√

1 + ‖L2L
−1
1 ‖2

2

≤
√

1 + ‖L2‖2
2‖L−1

1 ‖2
2

≤
√

1 + ‖L2‖2
F σn(L1)−2

≤
√

1 + (m − n)n
4n + 6n − 1

9
.

5���
�
�
�
� 
�� ���
�� �
 
�� ��
���	� �	���� �� M �
 *&�	
��
 ,9.� �� ��


σk(L1U) ≤ σk(A) ≤
√

1 + (m − n)n
4n + 6n − 1

9
σk(L1U) .
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 	�������	
� 
��� ���
��� �
 
�� �
	
���

 �� 
�� 
������ 	��

�� �	�� 
� ������� =
� ���� ������� ���� ‖Ax‖2 ≤ ‖L‖2‖Ux‖2 ,	
� �����	��� ���
A = ML1U.� ��� �
��� ���� ������� ����

σn(L) = min
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‖Ly‖2

‖y‖2
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 ��� y = Ux �� �	�� σn(L) ≤ ‖Ly‖2/‖y‖2� �� σn(L)‖Ux‖2 ≤
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A + E = PLU = P
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L1

L2

]
U

�� �	 LU ������������	 ���� ������� ��
���	� �� �	 m �� n ���� ������ A ���� ����

‖E‖F ≤ ε

��� ���� ����� ε
 ���	

σk(A) ≤ √
mnσk(U) + ε

‖Ax‖2 ≤ √
mn‖Ux‖2 + ε‖x‖2

σk(L1U) ≤ σk(A) + ε

‖L1Ux‖2 ≤ ‖Ax‖2 + ε‖x‖2 .
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n∑

k=1

(σk(A + E) − σk(A))2 ≤ ‖E‖2
F .

���������� σk(A + E) − σk(A) ≤ ε� �� ���
� ,". �� ��
	�


σk(A) ≤ σk(A + E) + ε ≤ √
mnσk(U) + ε .
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‖Ax‖2 = ‖LUx − Ex‖2

≤ ‖LUx‖2 + ‖Ex‖2

≤ √
mn‖Ux‖2 + ‖E‖2‖x‖2

≤ √
mn‖Ux‖2 + ‖E‖F‖x‖2

≤ √
mn‖Ux‖2 + ε‖x‖2 .
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