
Graphs

(Directed Graphs)גרפים מכוונים 

 E.וקבוצת קשתות  Vהמורכב מקבוצת צמתים   (V,E)גרף מכוון הוא זוג 
 V X V

a b

d e

c

V = a,b,c,d,e

E = (a,b),(a,d),(b,c),(b,e),(c,b),(c,c),(d,c),(d,e),(e,c) 

. ,n = 5   m = 9: בדוגמא.  |m = |Eוכן |n = |Vנסמן 

חוג עצמי

Lecture 12 of Geiger & Itai’s slide brochure

www.cs.technion.ac.il/~dang/courseDS

Geiger & Itai, 2001
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)(Undirected Graphsמכוונים -גרפים לא

 Eוקבוצת קשתות  Vהמורכב מקבוצת צמתים   (V,E)מכוון הוא זוג -גרף לא
 (i,j)י "קשת מסומנת ע. Vהיא קבוצה בת שני איברים מתוך  E-קשת ב. 

(.{i,j}במקום הסימון המדויק יותר )

V = a,b,c,d,e

E = (a,b),(a,d),(b,c),(b,e),(c,c),(d,c),(d,e),(e,c) 

חוג עצמי

. ,n = 5   m = 8: בדוגמא.  |m = |Eוכן |n = |Vנסמן 

. n2 -קטן בכל גרף לא מכוון מ mמספר הקשתות 

a b

d e

c
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(Adjacency Matrix)ייצוג גרף מכוון במטריצת סמיכויות 

:  כך שיתקיים nnבגודל  Aנגדיר מטריצה בולאנית 

A[i,j] = 1   (i,j)  E              

:דוגמא

edcba

01010a

10100b

00110c

10100d

00100e

a b

d e

c

.מכוון אפשר לייצג באמצעות מטריצה סימטרית-גרף לא: הערה
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(Adjacency lists)ייצוג גרף מכוון ברשימות סמיכויות 

a

b

c

d

e c

b d
c e

c e

.לכל צומת נשמור את רשימת הצמתים אליהם הוא מצביע

:דוגמא

a b

d e

c

b c
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מכוון ברשימות סמיכויות-ייצוג גרף לא

a

b

c

d

e

.לכל צומת נשמור את רשימת הצמתים הסמוכים אליו

:דוגמא
a b

d e

c

b

b d
a c

a c

b c
e
d e
e

c d

(.מלבד חוגים עצמיים)כל קשת מופיעה פעמיים 
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תרגיל

1 2

4 5

3

E = (5,3),(2,3),(4,5),(4,3),(3,2),(1,2),(3,3),(1,4),(2,5) 

.נתונה רשימה לא ממוינת של קשתות

. O(n+m)בנו רשימות סמיכויות ממוינות בזמן 

.  n ... 1קשתות כאשר כל קשת היא זוג מספרים בטווח  mנתונות 
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תרגיל

1 2

4 5

3

E = (5,3),(2,3),(4,5),(4,3),(3,2),(1,2),(3,3),(1,4),(2,5) 

.נתונה רשימה לא ממוינת של קשתות

. O(n+m)בנו רשימות סמיכויות ממוינות בזמן 

.  n ... 1קשתות כאשר כל קשת היא זוג מספרים בטווח  mנתונות 

.nכאשר הבסיס הוא  Radix Sortנבצע : פתרון

(2,3)

(5,3) (4,5)

(4,3)

(3,2)

(3,3)

(1,4)

(1,2) (2,5)

ימנית" ספרה"מיון לפי  
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תרגיל

1 2

4 5

3

E = (5,3),(2,3),(4,5),(4,3),(3,2),(1,2),(3,3),(1,4),(2,5) 

.נתונה רשימה לא ממוינת של קשתות

. O(n+m)בנו רשימות סמיכויות ממוינות בזמן 

.  n ... 1קשתות כאשר כל קשת היא זוג מספרים בטווח  mנתונות 

.nכאשר הבסיס הוא  Radix Sortנבצע : פתרון

(2,3)

(5,3) (4,5)

(4,3)

(3,2)

(3,3)

(1,4)

(1,2) (2,5)

ימנית" ספרה"מיון לפי  

(2,5)

(2,3) (4,3)

(3,3)

(1,2) (3,2)

(1,4) (4,5)

(5,3)

שמאלית" ספרה"מיון לפי  
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מיון טופולוגי

.גרף מכוון: קלט

:כך שיתקיים–N[i]יינתן המספר    iלצומת –מספור של צמתי  הגרף: פלט

(i,j)  E     N[i] < N[j]   או הודעה שלא קיים מספור כזה.

a b

d e

c

0 1

4

2 3

?  מתי ניתן למצוא מספור כזה 

.הוא צומת שלא נכנסות אליו קשתות מקור:  הגדרה

. לכל גרף מכוון ללא מעגלים מכוונים יש לפחות מקור אחד: אבחנה
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אלגוריתם למיון טופולוגי

.k = 0:  אתחול1.

:כל עוד קיימים מקורות בצע2.

vמצא מקור •

.באחד  kקדם את . kמספר  v-תן ל•

מהגרף vסלק את •

(.וכן את הקשתות היוצאות ממנו)     

אחרת בגרף יש  , אז המספור הושלם  k==nאם 3.

.  מעגל מכוון

a b

d e

c

k = 0

v = a

N[a] = 0

דוגמא
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אלגוריתם למיון טופולוגי

.k = 0:  אתחול1.

:כל עוד קיימים מקורות בצע2.

vמצא מקור •

.באחד  kקדם את . kמספר  v-תן ל•

מהגרף vסלק את •

(.וכן את הקשתות היוצאות ממנו)     

אחרת בגרף יש  , אז המספור הושלם  k==nאם 3.

.  מעגל מכוון

a b

d e

c

k = 0

v = a

N[a] = 0

b

d e

c

k = 1

v = b

N[b] = 1

דוגמא
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אלגוריתם למיון טופולוגי

.k = 0:  אתחול1.

:כל עוד קיימים מקורות בצע2.

vמצא מקור •

.באחד  kקדם את . kמספר  v-תן ל•

מהגרף vסלק את •

(.וכן את הקשתות היוצאות ממנו)     

אחרת בגרף יש  , אז המספור הושלם  k==nאם 3.

.  מעגל מכוון

a b

d e

c

k = 0

v = a

N[a] = 0

b

d e

c

k = 1

v = b

N[b] = 1

d e

c

k = 2

v = d

N[d] = 2

דוגמא
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אלגוריתם למיון טופולוגי

.k = 0:  אתחול1.

:כל עוד קיימים מקורות בצע2.

vמצא מקור •

.באחד  kקדם את . kמספר  v-תן ל•

מהגרף vסלק את •

(.וכן את הקשתות היוצאות ממנו)     

אחרת בגרף יש  , אז המספור הושלם  k==nאם 3.

.  מעגל מכוון

a b

d e

c

k = 0

v = a

N[a] = 0

b

d e

c

k = 1

v = b

N[b] = 1

d e

c

k = 2

v = d

N[d] = 2

e

c

k = 3

v = e

N[e] = 3

דוגמא
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אלגוריתם למיון טופולוגי

.k = 0:  אתחול1.

:כל עוד קיימים מקורות בצע2.

vמצא מקור •

.באחד  kקדם את . kמספר  v-תן ל•

מהגרף vסלק את •

(.וכן את הקשתות היוצאות ממנו)     

אחרת בגרף יש  , אז המספור הושלם  k==nאם 3.

.  מעגל מכוון

a b

d e

c

k = 0

v = a

N[a] = 0

b

d e

c

k = 1

v = b

N[b] = 1

d e

c

k = 2

v = d

N[d] = 2

e

c

k = 3

v = e

N[e] = 3

c
k = 4

v = c

N[c] = 4

דוגמא
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מבני נתונים למיון טופולוגי

.k = 0:  אתחול1.

:כל עוד קיימים מקורות בצע2.

vמצא מקור •

.באחד  kקדם את . kמספר  v-תן ל•

מהגרף vסלק את •

(.וכן את הקשתות היוצאות ממנו)     

אחרת בגרף יש  , אז המספור הושלם  k==nאם 3.

.  מעגל מכוון

הפעולות הנדרשות

מצא מקור

סלק מקור

בייצוג מטריצת סמיכויות 1מימוש 

בייצוג רשימת סמיכויות 2מימוש 
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מימוש בייצוג מטריצת סמיכויות

מימוש הפעולות הנדרשות

נבדוק, מקור  iכדי לבדוק האם צומת  :מצא מקור

.O(n)זמן .  כולה אפסים iשעמודה

.O(n2)כ "סה. כדי למצוא מקור נבדוק את כל הצמתים

העמודה כבר מאופסת. )iאפס שורה : iסלק מקור 

O(n).aזמן (. כיון שמסלקים מקור b

d e

c

edcba

01010a

10100b

00000c

10100d

00100e
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מימוש בייצוג מטריצת סמיכויות

מימוש הפעולות הנדרשות

נבדוק, מקור  iכדי לבדוק האם צומת  :מצא מקור

.O(n)זמן .  כולה אפסים iשעמודה

.O(n2)כ "סה. כדי למצוא מקור נבדוק את כל הצמתים

העמודה כבר מאופסת. )iאפס שורה : iסלק מקור 

.O(n)זמן (. כיון שמסלקים מקור

פעמים את זוג הפקודות    nהאלגוריתם מבצע :  זמן כללי

לפיכך סיבוכיות הזמן היא  ".  סלק מקור"ו" מצא מקור"

O(n3)  .

"  מצא מקור"צוואר הבקבוק במימוש זה היא פעולת 

.פעמים nהמתבצעת 

a b

d e

c

edcba

01010a

10100b

00000c

10100d

00100e
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(שיפור)מימוש בייצוג מטריצת סמיכויות 

ובו נשמור את מספר הקשתות   in-degree[i]בנה מערך 

.  O(n2)זמן הבניה  .iהנכנסות לצומת 
edcba

01010a

10100b

00000c

10100d

00100e

בחישוב זמן הריצה נוסיף . (Preprocessing)בכל השיפורים נבצע עבוד מקדים 

.את זמן העיבוד המוקדם לזמן ריצת האלגוריתם
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(שיפור)מימוש בייצוג מטריצת סמיכויות 

ובו נשמור את מספר הקשתות   in-degree[i]בנה מערך 

.  O(n2)זמן הבניה  .iהנכנסות לצומת 

מימוש הפעולות הנדרשות

נבדוק, מקור  iכדי לבדוק האם צומת  :מצא מקור

in-degree[i]=0  . זמןO(1).

.O(n)כ "סה. כדי למצוא מקור נבדוק את כל הצמתים

.  iאפס שורה : iסלק מקור 

זמן  .  in-degree[j]הקטן באחד את  A[i,j]=1לכל 

O(n).

a b

d e

c

edcba

01010a

10100b

00000c

10100d

00100e

בחישוב זמן הריצה נוסיף . (Preprocessing)בכל השיפורים נבצע עבוד מקדים 

.את זמן העיבוד המוקדם לזמן ריצת האלגוריתם
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(שיפור)מימוש בייצוג מטריצת סמיכויות 

ובו נשמור את מספר הקשתות   in-degree[i]בנה מערך 

.  O(n2)זמן הבניה  .iהנכנסות לצומת 

מימוש הפעולות הנדרשות

נבדוק, מקור  iכדי לבדוק האם צומת  :מצא מקור

in-degree[i]=0  . זמןO(1).

.O(n)כ "סה. כדי למצוא מקור נבדוק את כל הצמתים

.  iאפס שורה : iסלק מקור 

זמן  .  in-degree[j]הקטן באחד את  A[i,j]=1לכל 

O(n).

a b

d e

c

edcba

01010a

10100b

00000c

10100d

00100e

".   סלק מקור"ו" מצא מקור"פעמים את זוג הפקודות   nהאלגוריתם מבצע :  זמן כללי

.  O(n2)לפיכך סיבוכיות הזמן היא 

בחישוב זמן הריצה נוסיף . (Preprocessing)בכל השיפורים נבצע עבוד מקדים 

.את זמן העיבוד המוקדם לזמן ריצת האלגוריתם
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מימוש בייצוג רשימת סמיכויות

מימוש הפעולות הנדרשות

נעבור על  , מקור  iכדי לבדוק האם צומת  :מצא מקור

.   אם הצומת לא נמצא אז הוא מקור. כל הרשימות

.O(m)זמן 

כ  "סה. כדי למצוא מקור נבדוק את כל הצמתים

O(nm).

.)1O(זמן . סולק  iסמן שצומת: iסלק מקור 

מצא  "פעמים את זוג הפקודות   nהאלגוריתם מבצע :  זמן כללי

.  O(n2 m)לפיכך סיבוכיות הזמן היא ".  סלק מקור"ו" מקור

a b

d e

c

a

b

c

d

e c

b d
c e

c e
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מימוש בייצוג רשימת סמיכויות

מימוש הפעולות הנדרשות

נעבור על  , מקור  iכדי לבדוק האם צומת  :מצא מקור

.   אם הצומת לא נמצא אז הוא מקור. כל הרשימות

.O(m)זמן 

כ  "סה. כדי למצוא מקור נבדוק את כל הצמתים

O(nm).

.)1O(זמן . סולק  iסמן שצומת: iסלק מקור 

מצא  "פעמים את זוג הפקודות   nהאלגוריתם מבצע :  זמן כללי

.  O(n2 m)לפיכך סיבוכיות הזמן היא ".  סלק מקור"ו" מקור

a b

d e

c

a

b

c

d

e c

b d
c e

c e

:שיפור ראשון

כדי למצוא מקור נעבור על כל הרשימות ונשמור מערך בולאני   :מצא מקור

לפיכך זמן כללי  . O(n+m)זמן . אחרת 0 -לכל צומת בו נתקלנו ו 1ובו 

O(n(n+m)).
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(שיפור)מימוש בייצוג רשימת סמיכויות 

a b

d e

c

a

b

c

d

e c

b d
c e

c e

.in-degree[i]נבנה ונשמור : שיפור שני

י מעבר על כל הרשימות  "ע in-degree[i]בנית 

.O(n+m)זמן . וספירת הפעמים שכל צומת מופיע

.  O(n)בזמן  in-degreeעבור על המערך  :מצא מקור

ועדכן את המערך  i -עבור על הרשימה ה:  iסלק מקור 

in-degree . זמןO(out-degree(i)).

מצא  "פעמים את זוג הפקודות   nהאלגוריתם מבצע :  זמן כללי

:  לפיכך סיבוכיות זמן היא".  סלק מקור"ו" מקור
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(שיפור)מימוש בייצוג רשימת סמיכויות 

a b

d e

c

a

b

c

d

e c

b d
c e

c e

.in-degree[i]נבנה ונשמור : שיפור שני

י מעבר על כל הרשימות  "ע in-degree[i]בנית 

.O(n+m)זמן . וספירת הפעמים שכל צומת מופיע

.  O(n)בזמן  in-degreeעבור על המערך  :מצא מקור

ועדכן את המערך  i -עבור על הרשימה ה:  iסלק מקור 

in-degree . זמןO(out-degree(i)).

מצא  "פעמים את זוג הפקודות   nהאלגוריתם מבצע :  זמן כללי

:  לפיכך סיבוכיות זמן היא".  סלק מקור"ו" מקור

))(outdegree())outdegree((
1

2

1





n

i

n

i

inOinO
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(שיפור)מימוש בייצוג רשימת סמיכויות 

a b

d e

c

a

b

c

d

e c

b d
c e

c e

.in-degree[i]נבנה ונשמור : שיפור שני

י מעבר על כל הרשימות  "ע in-degree[i]בנית 

.O(n+m)זמן . וספירת הפעמים שכל צומת מופיע
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) (Primאלגוריתם למציאת עץ פורש מינימום

 ETצור קבוצה ריקה . VTלקבוצת צמתי העץ   sהכנס את . sבחר צומת התחלה כלשהו : איתחול

.עבור קשתות העץ

:בצע sכל עוד קיימות קשתות היוצאות מהצומת 

.בעלת משקל מינימלי (s,i)מצא קשת 1.

.VTלקבוצה  iואת הצומת ( עם הקצוות המקוריים) ETלקבוצה  (s,i)הוסף קשת 2.

.Gמהגרף   i-ואת הקשתות הסמוכים ל iסלק צומת   G)עדכן את (3.

:בצע(i,s)מלבד הקשת  (i,j)לכל קשת 

w(i,j)אז הוסף אותה עם המשקל   G-לא נמצאת ב (s,j)אם הקשת 1.

אז הקטן את משקלה , w(i,j) < w(s,j)ומתקיים   G-נמצאת ב (s,j)אם הקשת 2.
.w(i,j)להיות  (s,j)של 



Graphs 41

מימוש עבור גרף נתון במטריצת סמיכויות
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מימוש עבור גרף נתון במטריצת סמיכויות
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מימוש עבור גרף נתון במטריצת סמיכויות
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מימוש עבור גרף נתון ברשימת סמיכויות
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שיפורים
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.A[j]המופיע בה נעדכן את jולכל צומת  iהסמיכויות של צומת 

.לקשתות שבערימה כדי לאפשר הוצאתם B[i]כמו כן נשמור מערך מצביעים 
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שיפור נוסף אפשרי

.O(m + n log n)בעזרת ערימות פיבונצי ניתן לשפר לזמן 
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