
Graphs

(Directed Graphs)גרפים מכוונים 

 E. וקבוצת קשתות V המורכ ב מקבוצת צמתים  (V,E)גרף מכוון הוא זוג 
⊆ V X V

a b

d e
c

V = {a,b,c,d,e}

E = {(a,b),(a,d),(b,c),(b,e),(c,b),(c,c),(d,c),(d,e),(e,c) }

. ,n = 5   m = 9: בדוגמא. |m = |E וכן|n = |Vנסמן 

חוג עצ מי

Lecture 12 of Geiger & Itai’s slide brochure

www.cs.technion.ac.il/~dang/courseDS

©Geiger & Itai, 2001
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2Graphs (Undirected Graphs)מכוונים -גרפים לא

 . E וקבוצת קשתות V המורכב מקבוצת צמתים  (V,E)מכוון הוא זוג -גרף ל א
 (i,j)י "קשת מסומנת ע. Vי איברים מתוך נ היא קבוצה בת שE-קשת ב

).{i,j}במקום הסימון המדויק יותר (

V = {a,b,c,d,e}

E = {(a,b),(a,d),(b,c),(b,e),(c,c),(d,c),(d,e),(e,c) }

חוג עצ מי

. ,n = 5   m = 8: בדוגמא. |m = |E וכן|n = |Vנסמן 

.  n2 - קטן בכ ל גר ף לא מכוון מmמספר ה קשתות 

a b

d e
c
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3Graphs (Adjacency Matrix)ייצוג גרף מכוון במטריצת  סמיכויות  
: כך שיתקייםn⋅n בגוד ל Aנג דיר מטריצה בולאנית 

 A[i,j] = 1  ⇔ (i,j) ∈ E              )  ואחרת- A[i,j] = 1( 

:דוגמא

00100e
10100d
00110c
10100b
01010a
edcba

a b

d e
c

!) סימטרית המטריצה (דומה באופן לייצג אפשר  : מכוון-לא  גרף
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4Graphs (Adjacency lists)ייצוג גרף מכוון ברשימות סמיכויות 

e
d
c
b
a

c

b d
c e

c e

.ל כל צומת נשמור את רשימת הצמתים אליהם הוא מצביע

:דוגמא

a b

d e
c

b c
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5Graphs מכוון ברשימות סמיכויות -ייצוג גרף לא

e
d
c
b
a

.ל כל צומת נשמור את רשימת הצמתים הסמוכים אליו

:דוגמא
a b

d e
c

b

b d
a c

a c
b c

e
d e
e

c d

).מלבד חוגים עצמיים( פע מיים עהכ ל קשת מופי
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6Graphs מיון קשתות 

1 2

4 5

3

E = {(5,3),(2,3),(4,5),(4,3),(3,2),(1,2),(3,3),(1,4),(2,5) }

.נתונה רשימה לא ממוינת של קשתות

. O(n+m) בנו רשימות סמיכויות ממוינות בזמן :מטרה

 . n ... 1 קשתות כאשר כ ל קשת היא זוג מספרים בטווח mנתונות 

.n כא שר הבסיס הוא Radix Sortנבצע : פתרון

(2,3)
(5,3) (4,5)

(4,3)

(3,2)

(3,3)

(1,4)
(1,2) (2,5)

 ימנית"ספרה" מיון לפי 

(2,5)
(2,3) (4,3)

(3,3)
(1,2) (3,2)
(1,4) (4,5)

(5,3)

 שמאלית"ספרה" מיון לפי 
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7Graphs מיון טופולוגי
.מכוון גרף: קלט

:שיתקיים כך – N[i]  המספר יינתן  i לצומת–הגרף  צמתי של מספור: פלט

(i,j) ∈ E    ⇒ N[i] < N[j]   כזה מספור קיים שלא הודעה או.

a b

d e

c

0 1
4

2 3

?  מתי ניתן למצוא מספור כזה  
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8Graphs

?כיצד נתלב ש בבו קר: דוגמא 

תחתונים

מכ נסיים 

חגורה 

גרביים

נע ליים

חולצה 

סוודר

מעיל

הכ רחיים ) כמעט( אילוצים 

:בתהליך הה תלבשות

?  אפשריים טופולוגיםמיונים 

סוודר מעיל, נע ליים, חגורה, חולצה, מכנסיים, גרביים, תחתונים. 1

חגורה , מכנסיים, תחתונים, מעיל, סוודר, חולצה, נעליים, גרביים. 2

תחתונים , חולצה , מכנ סיים, סוודר, גרביים, מעיל, נע ליים, חגורה. 3
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9Graphs מיון טופולוגי

a b

d e

c

0 1
4

2 3
?  מתי ניתן למצוא מספור כזה  

. הוא צומת שלא נ כנ סות אליו קשתותמקור:  הג דר ה

.  יש לפחות מקור אח ד DAGלכ ל : אבחנ ה

) DAG=) Directed Acyclic Graphכאשר הגרף  הוא 



10Graphs אלגוריתם  למיון טופולוגי
.k = 0:  אתחול1.

:בצע מקורות קיימים עוד כל2.
v מקור מצא•
.באחד  k את קדם. k מספר v-ל תן•
מהגרף v את סלק•

).ממנו היוצאות הקשתות את וכן     (
 מעגל יש בגרף אחרת, הושלם המספור אז  k==n אם3.

. מכוון

a b

d e
c

k = 0
v = a
N[a] = 0

b

d e
c

k = 1
v = b
N[b] = 1

d e
c

k = 2
v = d
N[d] = 2

e

c

k = 3
v = e
N[e] = 3

c
k = 4
v = c
N[c] = 4

דוגמא
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11Graphs מבני נתונים למיון טופולוגי
.k = 0:  אתחול1.

:בצע מקורות קיימים עוד כל2.
v מקור מצא•
.באחד  k את קדם. k מספר v-ל תן•
מהגרף v את סלק•

).ממנו היוצאות הקשתות את וכן     (
 מעגל יש בגרף אחרת, הושלם המספור אז  k==n אם3.

. מכוון

הפעולות הנדרשות

מצא מקור

סלק מקור

 בייצוג מטריצת סמיכויות1מימוש 

 בייצוג רשימת סמיכויות2מימוש 
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12Graphs מימוש בייצוג מטריצת סמיכויו ת 
מימוש הפעולות הנ דרשות

נבדוק ,  מקור i כ די לבד וק האם צומת :מצא מקור

.O(n)זמן .  כ ולה אפסים iשעמוד ה 

.O(n2)כ " סה. כ די למצוא מקור נבדוק את כל הצמתים

הע מודה כבר מאופסת. (iאפס שורה : iסלק מקור 

.O(n)זמן ). כיון שמסלקים מקור

 פעמים את זוג הפקודות  nהאלגוריתם מבצע :  זמן כל לי
זמן היא ה סיבוכיותלפיכך ".  סלק מקור"ו" מצא מקור"

O(n3) .

" מצא מקור"צוואר הבקבוק במימוש זה היא פעולת 
. פעמיםnהמתבצעת 

a b

d e
c

00100e
10100d
00000c
10100b
01010a
edcba
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13Graphs )שיפור(מימוש בייצוג מטריצת סמיכויו ת 

מימוש הפעולות הנ דרשות
נבדוק ,  מקור i כ די לבד וק האם צומת :מצא מקור

in-degree[i]=0  . זמןO(1).

.O(n)כ " סה. כ די למצוא מקור נבדוק את כל הצמתים
. iאפס שורה : iסלק מקור 

זמן .  in-degree[j] הקט ן באחד את A[i,j]=1ל כל  
O(n).

 ובו נשמור את מספר הקשתות in-degree[i]בנה מערך 
. O(n2) זמן הבניה .iהנ כ נס ות לצומת 

a b

d e
c

00100e
10100d
00000c
10100b
01010a
edcba

".  סלק מקור"ו" מצא מקור" פעמים את זוג הפקודות  nהאלגוריתם מבצע :  זמן כל לי
. O(n2) הזמן היא סיבוכיותלפיכך 

בחישוב זמן הריצה נ וסיף . (Preprocessing)בכ ל ה שיפורים נבצ ע עבוד מק ד ים 
.את זמן העיבוד המוק ד ם לזמן ריצת האלגוריתם
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14Graphs מימוש בייצוג רשימת סמיכויו ת 
מימוש הפעולות הנ דרשות

נעבור על ,  מקור i כ די לבד וק האם צומת :מצא מקור
.  אם הצומת לא נמצא אז הוא מקור. כ ל הר שימות

.O(m)זמן 

כ " סה. כ די למצוא מקור נבדוק את כל הצמתים
O(n⋅m).

.O(1)זמן .  סולק iסמן שצומת: iסלק מקור 

מצא " פעמים את זוג הפקודות  nהאלגוריתם מבצע :  זמן כל לי
. O(n2 ⋅m) הזמן היא סיבוכיותלפיכך ".  סלק מקור"ו" מקור

a b

d e
c

e
d
c
b
a

c

b d
c e

c e

:שיפור ראשון

 בולאני כ די למצוא מקור נע בור על כ ל ה רשימות ונשמור מערך :מצא מקור
לפיכך זמן כלל י . O(n+m)זמן .  אחרת0 - ל כל צומת בו נתקל נו ו1ובו 

O(n(n+m)).
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15Graphs )שיפור(מימוש בייצוג רשימת סמיכויו ת 

a b

d e
c

e
d
c
b
a

c

b d
c e

c e

.in-degree[i]נבנה ונשמור : שיפור שני

י מעבר על  כל  הרשימות " עin-degree[i]בנית 
.O(n+m)זמן . וספירת הפעמים שכל צ ומת מופיע

. O(n) בזמן in-degree עבור על המע רך :מצא מקור

וע ד כן את המערך i -עבור על הר שימה ה :  iסלק מקור 
in-degree . זמןO(out-degree(i)).

מצא " פעמים את זוג הפקודות  nהאלגוריתם מבצע :  זמן כל לי
:  זמן היאסיבוכיותלפיכך ".  סלק מקור"ו" מקור

( )( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=+ ∑∑

==

n

i

n

i
inOnO

1

2

1
)(outdegreeioutdegree ( ) ( )22 nOmnO =+=
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16Graphs )שיפור(מימוש בייצוג רשימת סמיכויו ת 

a b

d e
c

e
d
c
b
a

c

b d
c e

c e

נשמור צמתים עבורם מתקיים: שיפור שלישי
 in-degree[i]=0או רשימה, תור,  במחסנית.

י מעבר על  כל  הרשימות " עin-degree[i]בנית 
זמן . כמו קוד ם. וספירת הפעמים שכל צ ומת מופיע

O(n+m).

. O(1)זמן .  איבר ראשון במחסנית:מצא מקור

וע ד כן את i -עבור על הר שימה ה :  iסלק מקור 
 הכ נס למחסנית איברים .in-degreeהמער ך 

.עבורם דרגת ה כניסה מתאפסת
.O(out-degree(i)) זמן 

)outdegree(1(()outdegree)((: זמן כל לי
11
∑∑
==

+=+
n

i

n

i
inOiO )( mnO +=
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17Graphs ממושקלים גרפים 

. w(e) קיים משקל חיובי E בקבוצה  e אם ל כ ל קשת ממושקלגרף יקרא 

גרפים אלה ניתן לייצג בע זרת מטריצת .  מכוונים- לאממושקליםנתמקד בגר פים 
.סמיכויות סימטרית או רשימות סמיכויות

:דוגמא

0    4
510    3
06 0  2
858 0 1
1007 00
43210

A[i,j] ={0
w(i,j)

e∉E
אחרת

י ייצוג של " ממומשת עAמטריצה 
האל כ סון מציין חוגים . מטריצה סימטרית

מספר האיברים הנ ד ר ש הוא . עצמיים
n(n+1)/2 .

0 1

4 2

3

1
7

8
5

8

651
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18Graphs עץ פורש מינימום
 וקשתותיו הן G הוא עץ שצמתיו הם הצמ תים של Gמכ וון -עץ פורש של גרף לא

.Gקשתות של 

0 1

4 2

3

 
 

 
 

 

  

 שסכום G הוא עץ פורש של Gמכוון - לאממושקל של גרף עץ פורש מינימום
.מינימלימשקלי קשתותיו 

0 1

4 2

3

1
7

18
4

10

98



19Graphs מציאת עץ פורש מינימום
בכ ל שלב מצא קשת בעלת משקל . Tהכ נ ס צומת כלשהו לעץ :  (Prim)רעיון 

 הנו כחי לצומת בשאר הג רף והוסף קשת זו T המחברת בין צומת מהעץ מינימלי
. לעץ

0 1

4 2

3

1
7

18
4

10

98

0 1

4 2

3

1
7

18
4

10

98

0 1

4 2

3

1
7

18
4

10

98

0 1

4 2

3

1
7

18
4

10

98

0 1

4 2

3

1
7

18
4

10

98

T

אך אנו נתר כז בפרטי , )24ראו פרק (כמובן שיש להוכיח את נ כונות האלגוריתם : הער ה
. המימוש בלבד



20Graphs צעד ראשון לקראת מימוש
 ונשנה את הגרף ה מקורי על ידי T להכ נסה לעץ  (s,i)בכ ל שלב נבחר ק שת : רעיון

. וע ד כון ה קשתות היוצאות מצומת זהs לצומת בודד ששמו i והצומת sאיחוד הצומת 

s
0 1

4 2

3

1
7

18 4
10

98

0 1

4 2

3

1
7

18
4

10

98

s 0 1

4 2

3

1
7

4

10

98

s

0 1

4 2

3

1
7

4
10

98

s

0 1

4 2

3

1
7

4
10

9

s
0 1

4 2

3

1
7

4
10

9

s
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21Graphs  (Prim)אלגוריתם  למציאת עץ פורש מינימום
 ETצור קבוצה ריקה . VT לקבוצת צמתי העץ  sהכנ ס את . sבחר צומת התחלה כלשהו : איתחול

.עבור קשתות העץ

: בצעsכל עוד קיימות קשתות  היוצאות מהצומת 

.מינימלי בעלת משקל (s,i)מצא קשת 1.

.VT לקבו צה iואת הצומת ) עם הקצוות המקוריים (ET לקבוצה (s,i)הוסף קשת 2.

.G מהגרף  i- ואת הקשתות הסמוכים לi  סלק צומת G)עדכן את (3.

:בצע(i,s) מלבד הקשת (i,j)לכל קשת 

w(i,j) אז הוסף אותה עם המשקל   G- לא נמצאת ב(s,j)אם הקשת 1.

אז הקטן את משקלה , w(i,j) < w(s,j) ומתקיים  G- נמצאת ב(s,j)אם הקשת 2.
.w(i,j) להיות (s,j)של 



22Graphs מימוש עבור גרף נתון במטריצת סמיכויו ת 

0 1

4 2

3

1
7

18
4

10

98
- 8 -18 14

8-   9 4 -3

-9 - 10-  2

18410 -7 1

1--7 -0
43210

מציאת קשת קל ה ביותר 
י מעבר "ע: sהיוצאת מצומת 

על ה שורה המתאימה 
.sלצומת 

י מיזוג "ע: iסילוק צומת 
 עם השורה של iשורה 
.sצומת 

הפעולות

s =

-   9 4 -3

9 - 10-  2

410 -7 1

8-7 -0
43210

s 1

2

3

7

4
10

9
8



23Graphs מימוש עבור גרף נתון במטריצת סמיכויו ת 

-   9 43

9 -10  2

1

410 -0
43210

מציאת קשת קל ה ביותר 
י מעבר "ע: sהיוצאת מצומת 

על ה שורה המתאימה 
.sלצומת 

.  O(n)זמן

י מיזוג "ע: iסילוק צומת 
 עם השורה של iשורה 
.  O(n)זמן. sצומת 

.O(n2)כ "סה

זמנים

s 2

3

10

94

-   9 4 -3

9 - 10-  2

410 -7 1

8-7 -0
43210

s 1

2

3

7

4
10

9
8



24Graphs מימוש עבור גרף נתון ברשימת סמיכויו ת 

0 1

4 2

3

1
7

18
4

10

98

s 1

2

3

7

4
10

9
8

י מעבר על "ע: sמציאת קשת קל ה ביותר היוצאת מצומת 
.sרשימת הסמיכויות המתאימה לצומת 

י מיזוג רשימת הסמיכ ויות של"ע: iסילוק צומת 
.s עם רשימת הסמיכ ויות של צומת iצומת  

.  O(n+m) בזמן נמיינןאו , )פ השכן"ע (נניח שרשימות הסמיכויות ממוינות

ניתוח זמנים

אורך (O(n)בכ ל שלב מוצאים קשת קל ה ביותר בזמן 
).s של רשימת סמיכויות של מקסימלי

 זו המתאימה –בכ ל שלב משלבים שתי רשימות ממוינות
.s וזו המתאימה לצומת iלצומת 

.O(n)כלומר ,  הזמן הנ ד ר ש הוא אורך הרשימות

.O(n2)כ "סה
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זמן מציאת קשת קל ה ביותר . בערימה  sנשמור את הקשתות היוצאות מצומת 
.O(1) יהיה sהיוצאת מצומת 

זמן ע ד כון .  A[i]=w(s,i)במערך  sנשמור את רשימת הסמיכ ויות של צומת 
 כיוון שפשוט נעבור על רשימת  O(degree(i)) יהיה s עם צומת iלמזוג צומת 

.A[j]המופיע בה נע ד כן את j ולכ ל צומת iהסמיכ ויות של צומת 



26Graphs ניתוח זמנים
? מהן הפעולות המתבצעות על הערימה 

:בכ ל שלב

מוצאים מינימום•

קשתות נוספות לערימה•

קשתות מוצאות מהערימה •

משנים משקל של קשת בערימה •

Aכמו כן בכל שלב מעד כ נ ים את 

O(1)

O(log n) 

O(log n)

O(log n)

O(degree(j))

זמן הפעולה

.כ ל קשת נכנ סת לערימה או גורמת עד כון פעם אח ת לכל  היותר

.O(m log n)ל כן פעולות הערימה מתבצעות בזמן 

). סכום ה דרגות (O(m) מתבצעות בזמן כולל של Aפעולות העד כון של 

? )O(n2)יחסית לזמן (מתי השיפור עוזר 
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שיפור נוסף אפשרי
.O(m + n log n) ניתן לשפר לזמן פיבונציבעזרת ערימות 

.O(m log*n) זמן לסיבוכ יותלגרפים ד לילים ניתן להגיע אף 

, ניתן לקבל אלגוריתם רנ דומאלי:למתקדמים
.O(m) בתוחלת זמן 

{ }nmnimn i /2log:min),( )( ≤=β

( )( ),O m n mβ ליתר דיוק זמן

כאשר 

. 24פרטים בספר הלימוד פרק  


