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Union/Find בעיית – זרות קבוצות

: תומך בפעולות הבאותלשמירת קבוצות זרות) ADT(מב נה נתונים אב סטרקטי 

.1Makeset(i) –  חדשה בעל ת איבר בודד  מחזיר קבוצה i.

.2Find(i) –לה שייך האיבר קבוצה  את המחזיר i.

.3Union(p,q) – מאח ד את הקבוצות pו -q  , ח ד שה מחזיר קבוצהכלומר 
 המקוריות חד לות p,qה קבוצות . (p,qהמ כילה את איחוד האיברים בקבוצות 

.)מלהתקיים

. U = {1,2,…,n}לצורך הנוחות נניח . U ,|U|=nנתון מרחב איברים 

{1,3}    {5}    {2,4,6,7} 
p = Find (6)
q = Find (5)

s = Find (6)
r =  Union (p,q)

:נניח ברגע נתון הגע נו למצב, ל דוגמא

 {5,2,4,6,7} שומר היא rה קבוצה שהמשתנה 

" מושמדות "q- וpי "הקבוצות שצוינו ע, לאחר  המיזוג
.r מחזיק את אותה קבוצה כמו s המשתנה 
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דוגמא היפותטית  לשימוש
כל זמן מה בונים כביש ישיר בין שתי .  ב ת ח ילה כל הערים מנותקות. {n,…,1} ערים nנתונות 
:יש לאפשר את הפעולות הבאות.ערים

Add-Road(x,y)  -- הוסף כ ביש ישיר בין שתי ערים xו - y.

Check-Connectivity(x,y) -- קבע הא ם שתי הערים xו - yמחו ברות במ סלול  כלשהו   .
≥ for (i=1; i:י" ע{n},…,{2} ,{1}:  ק בוצותnניצור :  פתרון n; i++) Makeset(i) ;   

Add-Road(x,y) י " ממומשת עUnion(Find(x),Find(y)) .

Check-Connectivity(x,y) אם ורק אם " אמת " מחזירהFind(x)=Find(y)  

1 2 3 4 5 6 7 8

שהוסף כביש                                    הזרות הקבוצות אוסף                               
{1}      {2}      {3}      {4}      {5}     {6}      {7}      {8}

(1,3)     {1,2,3}                     {4}      {5}     {6}      {7}      {8} 

(5,7)     {1,2,3}                     {4}      {5,7}  {6}       {8}
(4,6)     {1,2,3}                     {4,6}   {5,7}             {8}
(7,8)     {1,2,3}                     {4,6}   {5,7,8}           

(2,3)     {1,2,3}                     {4}      {5}     {6}      {7}      {8} 

(1,2)     {1,2}              {3}      {4}      {5}     {6}      {7}      {8}
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פתרון נאיבי ראשון
 .0 - ל המאותחל counter ובמונה  n בגוד ל SET מטיפוס Aנשתמש במערך 

{1,3}: לדוגמא. i נשמור את שם ה ק בוצה אליה שייך האיבר  A[i]בתא  {5} {2,4,6,7} 
):int הוא פשוט SETבמימוש זה (י המער ך הבא "מיוצגות ע

4 12 4 12 5 12 12A
1    2    3     4    5    6 7

Find(i)י  " ממומשת עA[i].
Union(p,q)ה י הגד לת" ממומשת ע-counterמעבר על המע רך ,  באח דA וכתיבת 

הפונק ציה מחזירה את הער ך של .q או p בכל מקום שבו כתוב counter-ערך ה 
counter.

 q- וpמאוח דות ה קבוצות p=4,q=5,כא שר  Union(p,q)לאחר: דוגמא
:ומקבלים

13 12 13 12 13 12 12A
1     2     3    4    5    6    7     

.O(n) היא Union ושל O(1) היא Makeset- וFindסיבוכיות הזמן של 

Makeset(i)י  " ממומשת עA[i]=++counter.



©cs,Technion

5Union-find

פתרון נאיבי שני
של מצביעים אל נחזיק רשימה מקושרת. נייצג כל קבוצה  כרשימה מעגלית

.  הרשימות המעגליות
3

5

7

1

2 4 6

 

 

 

Find(i)י  מעבר על כ ל ה רשימות עד שנמצא האיבר " ממומשת עi . זמןO(n) .

Union(p,q) --י " עהמוצבעותי איחוד הרשימות "  ממומשת עpו -q . זמןO(1) .

: נ קבל Union(a,b)לאחר :  דוגמא

3 1

7

5

2 4 6

 

 

Makeset(i)זמן . י הוספת רשימה עם איבר בודד" ממומשת עO(1) .

a

b

c
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temp

rear1

2 5

9 7

3 4

6 8

rear2
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סיכום מצב
-ו, Makeset סיבוכיות הזמן של פעולות :ב פתרון הנאיבי הראשון

Findהיא O(1)  ושל Union היא O(n) .

 ושל  O(n) היאFind סיבוכיות הזמן של :ב פתרון הנאיבי השני
.O(1) היא Union -ו, Makesetפעולות 

ניתן . בהגדרת ה בעיה שמות האיברים נבחרו להיות מספרים שלמים:  הער ה
לשם כ ך ניתן להשתמש במבנה ).  כ לומר מחרוזות תווים(להשתמש בשמות כ לליים 

.  Hash tableלמשל , נתונים הממיר ביעילות בין שמות כלליים ומספרים שלמים

יוגדר  (המשוערך והזמן  O(1) הוא Findנפתח כ עת פתרון ובו הזמן של פעולת 
.O(log n) הוא Unionשל פעולת ) בהמשך

וזמן " כמעט קבוע" הוא Findולסיום נפתח מבנה נתונים בו הזמן המשוערך לפעולת 
.O(1) הוא Unionפעולת 
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פתרון שלישי
כל איבר ברשימה מצביע גם לרא ש הרשימה  וגם לאיבר . נייצג כל קבוצה  כרשימה

קבוצה  .  i ובו מצביע לאיבר A[i]נחזיק מערך מיפוי איברים . הבא ברשימה
.מוחזרת כמצביע לראש הרשימה המתאימה

Find(i) --י  " ממומשת ע
 A[i]מעבר על המ צביע 

והחזרת המצביע לראש 
. O(1)זמן . הרשימה

Union(p,q) --י " עהמוצבעותי אחוד הרשימות "  ממומשת עp,q לרשימה אח ת וכן 
הפונק ציה מחזירה את ראש . ע ד כון מצביעי האיברים לראש הרשימה הח דשה 

.O(n)זמן . הרשימה הח דשה 

3

5
7

1

2 4 6

A
1
2

3
4
5

6

7

p

q
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דוגמא
:נק בל Union(p,q)לאחר: דוגמא

כאשר מאחדים שתי קבוצות יש לשנות באחת הקבוצות את כל  המצביעים 
 את שינוי המצביעים עדיף לעשות בקבוצה ה קטנ ה מבין :רעיון.  ל כותרת החדשה

).בניגוד ל ד רך שפעל נו בדוגמא זו(השתיים 

35

7

1

2 4 6

A

1

2

3

4

5

6

7

q

p
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פתרון שלישי משופר
. בראש הרשימה נשמור את גודל ה, בנוסף. שוב נייצג כל  קבוצה  כרשימה

Findיתבצע כמו קוד ם ו - Unionי הוספת הקבוצה ה קטנ ה לתוך הקב וצה " יתבצע ע
וכל המצביעים , כלומר ראש הרשימה הח דש ה יהיה ראש הרשימה הג דול ה יותר. הג דול ה

.יצביעו עליו

 ? r = Union(p,q)כיצ ד נ בצע 

3,2

5,1
7,4

1

2 4 6

A
1
2

3
4
5

6

7

p

q

גודל ה רשימה 
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דוגמא
:נ קבל r = Union(p,q)לאחר 

 שהייתה הקטנ ה מבין שתי ה קבוצות הוספה לתוך הקבוצה  {5}שימו לב שהקבוצה  
.rי " עמוצבעת והקבוצה ה ח דשה  שנוצרה {3,1}הג דול ה יותר 

13,3

7,4

5

2 4 6

A

1

2

3

4

5

6

7

r



©cs,Technion

12Union-find

 ניתוח השיפור
  הקבוצה  את  משנה  x  איבר  כל  אזי  לגדולה  הקטנה  הקבוצה  את  מוסיפים  איחוד  בכל  אם: א  טענה
.במבנה  האיברים  מספר  הוא  n  כאשר  פעמים  log2n  היותר  לכל  שייך  הוא  אליה

  חדשה  לקבוצה  עובר  הוא  שייך  הוא  אליה  הקבוצה  את  משנה  x  שאיבר  פעם  בכל:  הוכחה
  הנוצרת  הקבוצה  מעברים  log2n  היותר  לכל  לאחר.   העכשווית  מקבוצתו  2  פי  לפחות  הגדולה
.   יותר  ישתנה  לא  x  איבר  של  שיוכו  ולפיכך  האיברים  n  כל  את  מכילה

  לביצוע  הכולל  הזמן  אזי  לגדולה  הקטנה  הקבוצה  את  מוסיפים  איחוד  בכל  אם:  מסקנה

O(m log  היותר  לכל  הוא  Union/Find/Makeset  פעולות  m  של  כלשהי  סדרה n)   .

.O(log n)  של(Amortized time)  משוערך זמן  לוקחת  פעולה  כל  לפיכך

  הזמן  כ"סה,   א  טענה  לאור.   Makeset  בוצע  עבורם   U-ב  האיברים  מספר  הוא  n    :הוכחה
  הפעולות  שאר.  n≤m  מתקיים.   היותר  לכל   O(n log n)  הוא  Union  -ה  פעולות  לכל  הנדרש

  היא  הזמן  סיבוכיות  לפיכך        .O(1)  הוא  מהן  אחת  כל  שזמן  Find/Makeset  פעולות  הן
O(m + n log n)   .ע  חסומה  זו  זמן  סיבוכיות   "O(m log n)  .
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זמן משוערך
 ל כ ל הזמן המשוערךאזי , M פעולות מתבצעות בתוך זמן mאם : הג דר ה

.M/mפעולה מוגדר  להיות 
כ גון (כאשר ישנה סדרה  ארוכה  של פעולות שרובן קלות  לביצוע : נימוקים לה ג דר ה

findכגון  (וחל קן קשה לביצוע)  במימוש האחרוןunionאז , ) באותו מימוש
יתכן גם מצב . ההשפעה של הפע ולות הקשות מתחלקת על סדרת הפעולות כולה

ה ניתנת בזמן פעולה קודמת ואז " עזרה"שזמן בצוע הפעולה משתנה כ תוצאה  מ
.הזמן המשוערך ה וא מדד המ תחשב בתרומה של פעולה אח ת לרעותה

:לה לן סוגי ממוצעים שראינו בקורס
 שמשתמש סדר ת הפעולותבשיעור זה הממוצע נל ק ח עלפ ני 1.

.מייצר
הממוצע נל קח  , )למשל עבור רשימת דילוגים(באלגוריתם רנ דומלי 2.

. שהאל גוריתם מבצעתוצאות הגרלהעלפני 
פילוג הממוצע נל קח ע ל פני , בניתוח בניית עץ חיפוש בינרי אקראי3.

.ה קלט
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(Up trees)  מימוש נוסף: עצים הפוכים
שורש . ובו צומת לכ ל איבר בקבוצה)  בנים מצביעים להורה(ל כל  ק בוצה ניצור עץ הפוך 

בנוסף נחזיק מער ך גישה לאיברים כמו . הע ץ יכיל גם  את מספר איברי הקבוצה 
. במימוש השלישי

 תולים את שורש הע ץ ה קטן יותר מתחת לשורש העץ הג דול יותר Unionבזמן פעולת 
.ומעד כ נים את גודל  הקבוצה ה מאוחדת

1,2

3,

5,1

4, 2,

7,

6,4

A

1 2 3 4 5 6 7

:י"  מיוצגות ע {2,4,6,7} {5} {1,3}ל דוגמא הקב וצות 
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מימוש עצים הפוכים בעזרת מערכים 
ניתן לייצג את כ ל הרשימות במער כים ללא  , בהנ ח ה שמספר האיברים ידוע מראש

. ניתן לעשות זאת גם בכ ל  המימושים ה קודמים.   שימוש במצביעים

Find(i) --זמן. י  סיור במעל ה ה עץ" ממומש עO(h)  כאשר hהוא גובה הע ץ  .

Union(p,q) --י אחוד ה עצים ששורשיהן "  ממומש עpו - q ה קטן  כ ך ששורש הע ץ
.O(1)זמן . יופנה לשורש העץ הג דול

:גרפי  תאור

:מימוש

לקבוצה  מציין  משמש  בשורש  האיבר
elements

parent -- 6 1 6 -- -- 2
1 2 3 4 5 6 7

2 1 4size

5 6

4 2

7

1

3
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דוגמא

elements
parent -- 6 1 6 -- -- 2

1 2 3 4 5 6 7

2 1 4size
):כמו בשקף הקוד ם(מצב התחלתי 

. O(1) הוא Unionזמן לפעולת 
elements

parent -- 6 1 6 6 -- 2
1 2 3 4 5 6 7

2 5size

5 6

4 2

7

1

3

Union(5,6):  לאחר
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 שנבנה  מאיחודים של קבוצות קטנות לתוך h בעל גובה Tעבור עץ :  טענה
≤ |T|מתקיים , ג דולות 2h.

≤ |T2| ולפיכך התקיים T2 לתוך עץ T1בפ עולת  האיחוד האחרונה חוב ר עץ • |T1| .

. בה תאמ הT2 - וT1 את גובה הע צי ם h2 - ובh1-נסמן ב •

h1: מקרה א• < h2 . סתירה שכן אזTהוא עץ בעל גובה זהה ל -T2ואינו בע ל מספר צמתים  מינימלי .

h1: מקרה ב• ≥ h2 . במקרה זה מתקייםh = h1  ולפיכך1 +

• |T| = |T1| + |T2| ≥ 2 ⋅ |T1| ≥ 2 ⋅ 2h-1 = 2h                                  כנ דרש.

. צמתים 20=1 ישנם  h = 0עבור .   hבאינדוק ציה על :  הוכחה

 נב חן את פעולת האיחוד .בעל מספר צמתים מינימלי h עץ בגובה  Tיהי 
:הא חרונה

T1

T2

T

 שנבנה  מאיחודים של קבוצות קטנות לתוך h בעל גובה Tעבור עץ :  1מסקנה 
≥ hמתקיים , ג דולות log2|T|.

 הוא  n במקרה הג רוע ביותר כאשר O(log n) הוא Findזמן פעולת : 2מסקנה 
.מספר הצמתים הכ ללי בכל הע צ ים
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שיפור נוסף: כיווץ מסלולים
 וע ד ה שורש כ ך i- של כ ל ה צמתים מparent-עד כ ן את שדה ה , Find(i)בזמן ביצוע 

.Find(8): דוגמא. שיצביעו ישירות לשורש

6 2

4

3

7 8

9

5

1

9

8

7

5
6 2

4

3
1

:תהליך הע ד כ ון

.בראשון למציאת השורש.  המימוש דורש שני סיורים עד ה שורש

. בשני לע ד כון המצביעים לכוון השורש
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ניתוח זמנים
  פעולות  m  בצוע    זמן  סיבוכיות,   איברים  n  של  עצים  אוסף    באמצעות  במימוש:  משפט

union/find/makeset  י"ע  חסומה    O(m log*n).

, O(log*n)  י"ע  חסום  פעולה  לכל  (amortized time)  המשוערך  הזמן  לפיכך
:כדלהלן  מוגדרת  log*n  הפונקציה  כאשר

log(i ) (n) = log2log2 … log2n

log* (n) = min {i ≥ 0 | log(i ) (n) ≤ 1 }

i

.   לאחד  שווה  או  קטן  מספר  לקבל  כדי  log  לקחת  שצריך  הפעמים  מספר  הוא  log*n,   ובמילים
≥ log*n  פרקטי   n  מספר  לכל.    איטי  מאד  בקצב  העולה  מונוטונית  פונקציה  זוהי   כלומר    . 5

.מעשית  מבחינה  קבוע  שהוא  משוערך  זמן  לוקחת  find  פעולת

4)2(log*3)2(log*2)2(log*1)2(log*0)1(log*
222 222 =====

5)2(log*)2(log* 536,652
222

==

  בספר  למצוא  ניתן  אקרמן  פונקציות  באמצעות  יותר  עוד  הדוק  חסם  ותאור  המשפט  הוכחת
. 453-450  בעמודים  הלימוד


