אלגוריתמים בתורת הגרפים – פתרון תרגיל מס' 1
1.

1. הגרף ש – A מייצגת הוא: 

ב.
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האיבר a(i,j) מייצג את מספר המסלולים באורך 2 מ – i ל – j, בגרף ש – A מייצגת.

ג. האיבר a(i,j) במטריצה A^k, מייצג את מספר המסלולים באורך k מ – i ל – j בגרף ש- A מייצגת.

הוכחה:  נסמן ב – G = (V,E), את הגרף ש – A מייצגת, וכרגיל, |V| = n, |E| = m.

ההוכחה מתבססת על האבחנה כי מספר המסלולים באורך k+1 מ – i ל – j ב – G הוא סכום כל המסלולים באורך k מ – i לשכנים של j. ואכן, כל מסלול באורך k+1 מ – i ל – j ניתן לפרק אותו למסלול באורך k מ – i לשכן כלשהו של j ומשם עוד קשת ל – j. וגם להיפך, כל מסלול באורך k מ – i לשכן של j בתוספת הקשת ל – j הוא מסלול באורך k+1 מ – i ל – j.

נוכיח באינדוקציה על k: עבור המקרה k = 1, נכונות הטענה נובעת מהגדרת המטריצה A.

נניח שהטענה נכונה עבור k כלשהו. 
נוכיח נכונות עבור k+1: נסמן B = A^(k+1). נכתוב את B בצורה הבאה:B = A^k * A .

נתבונן כעת באיבר b(i,j) (עלינו להוכיח כי זהו מספר המסלולים באורך k+1 מ – i ל – j).

מהגדרת כפל מטריצות, איבר זה הוא סכום של n מכפלות (השורה ה – i  ב – A^k עם העמודה ה – j ב – A), ומהנחת האינדוקציה זה בדיוק סכום כל המסלולים באורך k מצומת i, לצמתים שיש מהם קשת לצומת j (עבור אותם צמתים t שעבורם אין קשת לצומת j ב – G, מתקיים a(t,j) = 0, ולכן הם לא תורמים למנין המסלולים מ – i ל - j).

2. 

נוכיח א'  (ב'  (ג' ( ד'  (ה'  (א'.

א' ( ב': אם G הוא עץ מכוון אז קיים בו שורש r (מהגדרת עץ מכוון) ולכן ניתן להגיע מ – r  לכל צומת ב - G. נניח בשלילה כי קיימים 2 מסלולים מכוונים ב – G מ – r לצומת כלשהי t, נסמן אותם (r,v_1,v_2, . . . ,t) ו – (r,w_1,w_2, . . . w_m,t). 
המסלול (r,v_1,v_2, . . . ,t,w_m, . . . ,w_2,w_1,r)  הוא מעגל (אולי לא פשוט) בגרף התשתיות של G בסתירה לכך ש – G עץ מכוון.

ב' ( ג': נתון שב – G יש שורש (r). אם דרגת הכניסה של r הייתה גדולה מ – 0, כלומר הקשת (v,r) ב – E עבור צומת v כלשהו, וידוע מהנתונים כי מ – r  יש מסלול (r,v_1, . . . ,v) ל – v, נקבל

ש - (r,v_1, . . . ,v,r) מסלול מ – r ל – r, בנוסף למסלול הריק, בסתירה לכך שמ – r קיים מסלול יחיד לכל צומת ב – V. אם עבור צומת v כלשהו דרגת הכניסה הייתה גדולה מ - 1, (למשל נניח כי הצומתים (t_1,v) ו – (t_2,v) ב – E עבור צומת t כלשהי) אז מ – r קיימים 2 מסלולים ל -  v (אחד דרך t_1 והשני דרך t_2) בסתירה לנתון. כמובן שאם דרגת הכניסה של צומת v כלשהו הייתה קטנה מ – 1 (כלומר 0) אז לא היה קיים מסלול מ – r  ל – v בסתירה לנתון.

ג, ( ד': נתון שב – G יש שורש (r). מכיוון שדרגת הכניסה של r היא 0, כל הקשתות בגרף הן מהצורה (v,w) כאשר w שונה מ – r (שימו לב זה חשוב!) ולכן מחיקת קשת מהגרף תשאיר את w בלתי נגיש משום צומת (כי נתון שדרגת הכניסה של w היא 1 ולכן ניתקנו את הקשת היחידה שנכנסת אליו) ובפרט מצומת r, ולכן -  r כבר לא שורש לפי הגדרה.

ד' ( ה': נתון שב – G יש שורש r ולכן בהנתן 2 צמתים v ו – u, יש מסלול (r,v_1 . . . v_n,v) 

וגם (r,u_1 . . . u_m,u) ב – G. בגרף התשתיות של G, 

המסלול (v,v_n, . . . ,v_1,r,u_1, . . . ,u_m,u) הוא מסלול מ – u ל – v ולכן גרף התשתיות קשיר.

השורש r ב – G הוא הצומת r בעל דרגת כניסה 0, שכן אם דרגת הכניסה שלו הייתה גדולה מ – 0 (כלומר קיימת קשת מהצורה (v,r) בגרף) אז יכולנו למחוק את הקשת (v,r) מהגרף ו – r עדיין שורש, בסתירה לנתון. 

אם היה קיים צומת עם דרגת כניסה 0 אז הוא לא נגיש משום צומת ובפרט לא מ – r בסתירה לנתון כי r שורש. נניח בשלילה כי קיים v ב – V עם דרגת כניסה גדולה מ – 1, כלומר קיימות בגרף קשתות (u,v) ו – (w,v) כך ש – v שונה מ – w, אז מחיקת כל אחת מקשתות אלה (למשל את  (w,v)) תשאיר את v נגיש מ – r, (דרך u) ולכן מחיקת קשת לא פגעה בזה ש – r שורש, בסתירה לנתון.

ה' ( א': לכל צומת ב – G יש בדיוק קשת אחת שנכנסת אליו פרט ל – r ולכן המספר הכולל של הקשתות ב – G הוא |V| - 1. מכיוון שנתון גם שגרף התשתיות קשיר, נובע שגרף התשתיות של – G הוא עץ. בכל עץ השורש הוא זה בעל דרגת כניסה 0 משום שאם נניח בשלילה שלא כך הדבר, ולמשל נניח כי הצומת v  שורש, אז יש ב – E קשת מכוונת (u,v) ואין מסלול מ – v ל – u בעץ G (אם היה כזה מסלול אז היה קיים ב – G מעגל (v, . . .,u,v) בסתירה לכך ש – G עץ). ולכן r הוא שורש העץ.

3.

א. 

נוכיח את ה"אם":

אם לכל צומת, דרגת הכניסה שווה לדרגת היציאה וגרף התשתיות קשיר אז האלגוריתם שניתן בכיתה בונה את המעגל המבוקש והוכחת הנכונות של האלגוריתם שניתן בכיתה כמעט זהה לזו הדרושה כאן.

נוכיח את ה"רק אם":

אם קיים בגרף מעגל אוילר אז כאשר נתבונן במעגל זה נשים לב כי בכל פעם שנכנסים לצומת, גם יוצאים ממנה (לגבי הצומת ההתחלתי, זה נכון מלבד היציאה הראשונה ממנו והכניסה האחרונה אליו בסיום). כלומר אם סופרים קשתות, אז בכל פעם ש"רואים" צומת, דרגת הכניסה שלו ודרגת היציאה שלו עולות במקביל ב – 1 (שוב, פרט להתחלה ולסיום, אבל גם פעולות אלה מעלות את שתי הדרגות ב – 1). ובסה"כ נקבל שדרגת הכניסה שווה לדרגת היציאה עבור כל צומת. הגרף גם קשיר (פרט לצמתים מבודדות) אחרת אין דרך להגיע לקשתות הנמצאות במרכיב קשירות שונה מהרכיב בו התחלנו.

ב.

התנאי לקיום מסלול אוילר בגרף מכוון הוא שלכל צומת פרט ל – 2 צמתים, דרגת הכניסה שווה לדרגת היציאה, ועבור ה – 2 הנותרות, דרגת היציאה של אחת מהם (הצומת ההתחלתית במסלול) גדולה ב – 1 מדרגת הכניסה שלה, ודרגת הכניסה של הצומת השניה (הצומת הסופית במסלול) גדולה ב – 1 מדרגת היציאה שלה.

4.

א.

תנאים הכרחיים ומספיקים לקיום מסלול אוילר משתנה בגרף G הם: 

(1) שהגרף יהיה גרף אוילר (תנאים הכרחיים ומספיקים לכך ניתנו בכתה – גרף קשיר ודרגה אי זוגית ל – 2 צמתים בלבד). 

(2) עבור כל צומת, מס' הקשתות בצבע כלשהו לא יעלה על מספר הקשתות בצבעים האחרים ועוד 1 (סכום על שני הצבעים הנותרים ועוד 1). (זהו מעין "אי שוויון משולש").

ב. 

התנאי (1) הכרחי לקיום כל מעגל אוילר (הוכחה ניתנה בכתה) ובפרט עבור המקרה הפרטי שלנו. אם תנאי (2) לא יתקיים עבור צומת (עם דרגה זוגית) כלשהו v (למשל נניח שיש יותר קשתות אדומות מקשתות כחולות וירוקות גם יחד ועוד 1) אז בכל מסלול (שמתיימר להיות מסלול אוילר משתנה) נתבונן במופעים של v. בכל הופעה כזו, "משתמשים" ב – 2 קשתות שלו (בצבעים שונים – לפי הגדרה),  ולכן "נשתמש" לכל היותר בקשת אדומה אחת ולכל הפחות בקשת לא אדומה אחת בכל מופע של v. מכיוון שיש יותר קשתות אדומות מסכום הקשתות בצבעים הנותרים, נגיע למצב בו נכנסנו ל – v  דרך קשת אדומה ואין קשתות בצבע אחר דרכן נוכל לצאת.  סתירה! 

שימו לב כי אם הצומת v בעל דרגה אי זוגית אז יכול להתקיים שוויון בין קשתות אדומות לקשתות בצבעים אחרים ועוד אחד, משום שקיים מופע של v (הראשון - אם מדובר בצומת התחלתי במסלול, או אחרון אם מדובר בצומת סופי) שבו "משתמשים" בקשת יחידה ולא שתי קשתות.

ג.

אלגוריתם למציאת מסלול אוילר משתנה הוא האלגוריתם למציאת מסלול אוילר בגרף לא מכוון, עם התוספות הבאות:

1). לכל צומת שומרים 3 מונים המציינים את מספר הקשתות האדומות\ירוקות\כחולות שיוצאות ממנו שעדיין לא עברנו עליהן.

2). תוך כדי פעולת האלגוריתם, בכל פעם שמוצאים קשת (v,u) בצבע מסויים, מפחיתים 1 מהמונה של צמתים u ו – v המתייחס לצבע זה.

3). כאשר נתון צומת נוכחי ויש לבחור קשת דרכה נמשיך להתקדם, (יש 2 אופציות בהנתן הקשת דרכה הגענו) בוחרים קשת בעלת צבע דומיננטי (כלומר אם הגענו דרך קשת אדומה ויש y קשתות ירוקות ו – k קשתות כחולות אז נבחר קשת כחולה אם"ם k > y).

הוכחת נכונות: שוב, ההוכחה דומה לזו הניתנה בכיתה, צריך רק לשים לב לכך שתמיד יש דרך לצאת מצומת ברגע שהגענו אליה (בגלל תנאי (2)).

הערה חשובה: האלגוריתם שתואר לא חייב להיות יעיל (הוא יכול להיות גם אקספוננציאלי) משום שהוא משמש כהוכחה בלבד לכך שהתנאים הנ"ל מספיקים (למרות שבמקרה זה הוא גם יעיל, מה הסיבוכיות שלו?).

5.

צריך להוכיח כי התנאי שלכל צומת יש לכל הפחות n/2]]  (ערך עליון של n/2) שכנים הוא תנאי מספיק לקיום מסלול המילטוני בגרף G.

כמו ב – 4 (ג)  נביא הוכחה אלגוריתמית:

טענה: מכל מסלול (u, . . .,v) ב- G שאינו ניתן להארכה (כלומר ל – u ול – v אין שכנים שאינם כבר  במסלול) ניתן לבנות מעגל פשוט (מהצמתים של המסלול) ב – G.

הוכחה:  יהי (u, . . .,v) מסלול כנ"ל ב – G. 
נשים לב כי כל שכני u ו – v שייכים למסלול, אחרת ניתן היה להאריך אותו.

אורכו של המסלול (n-2) צמתים לכל היותר (לא כולל u ו – v).    

כעת יש 2 אפשרויות:
1. מ – u יש קשת ל – v ואז סגרנו מעגל וסיימנו.

2. מ – u אין קשת ל – v. 
במקרה 2, מספר השכנים של v הוא לפחות n/2]], ו - u לא שכן של v אחרת היינו מקבלים את מקרה 1. כל שכני v נמצאים במסלול, לכן מס' הצמתים העוקבים לשכנים של v הוא גם כן [n/2] לפחות (כאן אולי ספרנו את u) וגם כן כולם במסלול. לא כולל u, מס' הצמתים שעוקבים לשכנים של v הוא ([n/2]-1) לפחות. נוכל להסיק שמס' הצמתים שאינם עוקבים לשכנים של v הוא לכל היותר([n/2]-1) <= n/2 - 1 < n/2   (n-2) -. מכיוון שמספר השכנים של u הוא גם כן [n/2] לפחות, נובע שקיים ל – u שכן מתוך הצמתים העוקבים לשכנים של v.

נניח ש – x שכן כלשהו של v, ו – y עוקב ל – x במסלול כך ש – y שכן של u. 

המסלול המקורי נראה כך: (u, . . .,x,y, . . .,v) והקשתות (v,x) וגם (y,u) שייכות לגרף.

כעת נוכל לבנות מעגל כמבוקש: (y,u, . . .,x,v, . . .,y).

בהסתמך על הטענה נראה אלגוריתם למציאת מסלול המילטוני בגרף כנ"ל:

1. מצא מסלול שאינו ניתן להארכה מצומת כלשהי u. (נסמן ב – v את הצומת האחרון במסלול).

2. מצא צמתים x ו – y כמו בטענה, והשתמש בקשת שבינהם כדי לבנות מעגל מהמסלול.
3. לכל קשת (r,s) במעגל (כל עוד קיימים צמתים בגרף שאינם במעגל):
· מצא מסלול שאינו ניתן להארכה מ – r (נסמן ב – t את הצומת האחרון במסלול).
· מצא מסלול שאינו ניתן להארכה מ – s (נסמן ב – q את הצומת האחרון במסלול).
· מחק את הקשת (r,s) לקבלת מסלול שאינו ניתן להארכה מ – t ל – q.
· חזור לשלב 2.
הוכחת נכונות:
מכיוון שהגרף קשיר, בסופו של דבר נגיע לכל הצמתים (הבינו מדוע!).

המפתח של האלגוריתם הוא שלב 2, המאפשר להאריך את המסלול בכל איטרציה, נכונות שלב זה מוכחת בטענה.
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